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8 การแก้ปัญหาจุดตรึงและปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิงในแบบจําลองทาง

เศรษฐศาสตร์ด้วยการแทนซํ&า 

ในบทนี เราจะศึกษาการแกปั้ญหาจุดตรึง (fixed point) และปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิง (dynamic 
programming ) ดว้ยการแทนซํ า ส่วนที> 8.1 แสดงวธีิการแทนซํ าในการแกปั้ญหาจุดตรึง ส่วนที> 8.2 
ประยกุตใ์ชก้ารแทนซํ าเพื>อแกปั้ญหาสมการฟังกช์นั (functional equation) ส่วนที> 8.3 ประยกุตใ์ช้
การแทนซํ าในการหาดุลยภาพของแนช (Nash equilibrium)  ส่วนที> 8.4 -8.6 ศึกษาปัญหาไดนามิด
โปรแกรมมิงและการใชก้ารแทนซํ าในการปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิงและสมการเบลแมน 
(Bellman equation)  ส่วนที> 8.7 และ 8.8 ศึกษาการแกส้มการเบลแมนในแบบจาํลองสโตแคสติก 
 

8.1 จุดตรึงและวธีิการแทนซํ&า 

แนวความคิดสาํคญัหลายอยา่งดา้นเศรษฐศาสตร์ เช่น ดุลยภาพของตลาด (market 
equilibrium)  ดุลยภาพของแนช (Nash equilibrium) สภาวะคงตวั และคาํตอบสมการเบลแมน ลว้น
เป็นจุดตรึงชนิดหนึ>งทั งสิ น  

*
x  เป็นจุดตรึงของฟังกช์นั f ก็ต่อเมื>อ ** )( xxf =  วธีิการหาจุดตรึงของฟังกช์นัที>ง่ายที>สุด 

คือ การแทนค่าฟังกช์นัซํ าๆ ดว้ยวธีิการดงันี  
1. ให ้ 1=n  เลือกค่าเริ>มตน้ 1x   
2. ให ้ )(1 nn xfx =+  
3. ตรวจสอบวา่ระยะห่างระหวา่ง 1+nx กบั )( 1+nxf  มีค่านอ้ยพอยอมรับไดห้รือไม่ 

หากมีค่านอ้ยยอมรับได ้ 1+nx คือจุดตรึงของฟังกช์นั f  หากยงัยอมรับไม่ได ้ให ้
1+= nn  และกลบัไปทาํขั นตอนที> 2 

ตารางที> 8.1 แสดงการหาค่าจุดตรึงของ 1
2

)( −=
x

xf  กาํหนดให ้ 01 =x  เราจะไดผ้ลดงัตาราง

ดา้นล่างนี  จากตารางที> 8.1จะเห็นวา่ ค่าของ nx  จะเขา้ใกล ้-2 ซึ> งเป็นจุดตรึงของฟังกช์นันี เนื>องจาก 

2)2( −=−f  
 วธีิการแทนค่าฟังกช์นัซํ าๆเป็นวธีิที>ง่ายและตรงไปตรงมาที>สุด แต่วธีินี มีขอ้จาํกดัอยูส่อง 
ประการคือ หากฟังกช์นัที>เราสนใจมีจุดตรึงมากกวา่หนึ>งจุด วธีิการนี จะใหค้่าจุดตรึงไม่ครบทุกค่า 
และค่าที>ไดนี้ อาจขึ นอยูก่บัค่าตั งตน้ 1x  ที>เราเลือก ขอ้จาํกดัอีกประหนึ>ง คือค่าของอนุกรม nx  
อาจจะมีลกัษณะลู่ออกและไม่เขา้สู่จุดตรึงของฟังกช์นั f   
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ตารางที> 8.1: การหาจุดตรึงของ 1
2

)( −=
x

xf  ดว้ยการแทนซํ า 

n  nx
 

)( nxf
 

1 0 -1 

2 -1 -1.5 

3 -1.5 -1.75 

4 -1.75 -1.875 

5 -1.875 -1.9375 

6 -1.9375 -1.96875 

7 -1.96875 -1.98438 

8 -1.98438 -1.99219 

9 -1.99219 -1.99609 

10 -1.99609 -1.99805 

 
ตารางที> 8.2 แสดงตวัอยา่งการหาจุดตรึงของ xxf 2)( =  ดว้ยวธีิการแทนซํ าโดยใชค้่า 11 =x  จะ
เห็นไดว้า่อนุกรม nx  มีลกัษณะลู่ออก และไม่ไดลู่้เขา้สู่จุดตรึงของฟังกช์นัซึ> งมีค่าเท่ากบั 0 

 
ตารางที> 8.2: การหาจุดตรึงของ xxf 2)( =   ดว้ยการแทนซํ า 

n  nx
 

)( nxf
 

1 1 2 

2 2 4 

3 4 8 

4 8 16 

5 16 32 

6 32 64 

 
ตารางที> 8.3 แสดงวธีิการหาจุดตรึงของ xxf =)(  โดยใชค้่า 21 =x  จะเห็นค่าจุดตรึงที>เราไดจ้ะ
มีค่าประมาณ 1 แต่ฟังกช์นัที>จริงแลว้ฟังกช์นั f มีจุดตรึงสองจุดคือ 1 และ 0 

 
ตารางที> 8.3: การหาจุดตรึงของ xxf =)(  โดยการแทนซํ า 

n  nx
 

)( nxf
 

1 2 1.414214 

2 1.414214 1.189207 

3 1.189207 1.090508 

4 1.090508 1.044274 

5 1.044274 1.021897 

6 1.021897 1.010889 
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อยา่งไรก็ตามสาํหรับบางปัญหาอยา่ง เช่น ปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิง นกัเศรษฐศาสตร์
มกักาํหนดขอ้สมมติของแบบจาํลองทางทฤษฎีบางอยา่งเพื>อใหจุ้ดตรึงของฟังกช์นัมีจุดเดียวและ
อนุกรม nx  ที>ไดจ้ากการแทนซํ ามีลกัษณะลู่เขา้สู่จุดตรึงเสมอ 

โปรแกรมดา้นล่างแสดงวธีิการหาจุดของฟังกช์นั 1
2

)( −=
x

xf  ดว้ยการแทนซํ า 

 

ตวัอยา่งโปรแกรมหาจดุตรึงในฟังก์ชนัหนึ�งตวัแปร  1
2

)( −=
x

xf  

function r=f(x) 

 r = x/2 - 1; 

endfunction 

x = 2; 

while norm(x-f(x))  > 0.00001  

 x = f(x); 

end  

disp(x); 

 

ผลที�ได้จากโปรแกรม 

- 1.999984 

 

8.2 สมการฟังก์ชัน  

ปัญหาทางเศรษฐศาสตร์ที>สาํคญัหลายปัญหาเป็นปัญหาสมการฟังกช์นั  สมการฟังกช์นั คือ สมการ
ที>มีคาํตอบเป็นฟังกช์นั ตวัอยา่งปัญหาสมการฟังกช์นัไดแ้ก่ 

1. จงหาฟังกช์นั f  ซึ> ง 1)(/ =xf  และ 1)0(/ =f  
คาํตอบคือ 1)( += xxf  

2. จงหาฟังกช์นั f  ซึ> ง )().()( yfxfyxf =+ และ 2)1( =f  
คาํตอบคือ xxf 2)( =  

3. จงหาฟังกช์นั 
22

)1(
)(

xxV
xV +

−
=  โดยที> x อยูใ่นช่วง [0, 1] 

คาํตอบคือ 
3

1
)(

+
=

x
xV  

วธีิเชิงสัญลกัษณ์ที>ใชใ้นการแกส้มการฟังกช์นัคือวธีิการเดาและจบัคู่สัมประสิทธิa  (guess 
and coefficient matching)  ตวัอยา่งเช่น สาํหรับปัญหาที> 3 เราสามารถแกปั้ญหานี โดยเริ>มเดาวา่ V
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เป็นฟังกช์นัเส้นตรง  bxaxV +=)(  โดย a  และ b  เป็นค่าคงที>  เราสามารถหาค่าของ a  และ b  
ไดด้งันี  จาก  

22

)1(
)(

xxV
xV +

−
=  

แทนค่า bxaxV +=)(  ในสมการจะได ้

22

)1( xxba
bxa +

−+
=+  

คูณสองทั งสมการและจดัรูปจะได ้

xbbabxa )1()(22 −++=+  

จากการจบัคู่สัมประสิทธิa เราจะได ้

baa +=2  
bb −=12  

แกส้มการสองสมการนี จะได ้
3

1
== ab  ดงันั นจะไดว้า่  

3

1
)(

+
=

x
xV  

 อยา่งไรก็ตามในกรณีทั>วไปเราจาํเป็นตอ้งหาคาํตอบของสมการฟังกช์นัดว้ยดว้ยวธีิการเชิง
ตวัเลข สิ>งที>เราตอ้งทาํเป็นเพื>อแกส้มการฟังกช์นัดว้ยวธีิการเชิงตวัเลขคือ การประมาณฟังกช์นั 
(function approximation) ซึ> งโดยทั>วไปประกอบดว้ยจุดเป็นจาํนวนอนนัต ์ ใหเ้ป็นเวกเตอร์ของจุดที>
มีจาํนวนจาํกดั 

ตวัอยา่งเราสามารถประมาณฟังกช์นั 2)( xxf =   สาํหรับ x ในช่วง [0, 1] สามารถ
ประมาณไดด้ว้ยจุด 5 จุดดงัต่อไปนี  (0,0) (1/4, 1/16) (1/2,1/4) (3/4,9/16) (1,1) ดงัแสดงในรูปที> 8.1 
และ 8.2 

 
รูปที> 8.1: 2)( xxf =  
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รูปที> 8.2: การประมาณ 2)( xxf =  ดว้ยจุด 5 จุด 

 
หลงัจากทาํการประมาณฟังก์ชนัดว้ยเวกเตอร์ของจุดแลว้ เราสามารถหาคาํตอบของสมการ

ฟังกช์นัดว้ยการแทนซํ า เหมือนกบัการหาคาํตอบของระบบสมการปกติ ตวัอยา่งโปรแกรมดา้นล่าง

แสดงการหาคาํตอบของสมการ 
22

)1(
)(

xxV
xV +

−
=  โดยการประมาณฟังกช์นั V ดว้ยจุด 11 จุด

และใชก้ารแทนซํ า 
 

การแก้สมการ 
2

)1()(
x

xVxV +−=  ด้วยการแทนซํ $า 

clear; n=11; 

V  = zeros(1,n); 

x = 0:0.1:1; 

clf; 

Vp = ones(1,n); 

V1x = Vp; //V1x is V(1-x) 

plot(x,V);  Plot the initial function V 

while norm(V-Vp) > 0.0001  

  V = Vp; 

  V1x = V(n:-1:1); //Find V(1-x) 

  Vp = V1x/2 + x/2; 

  plot(x,Vp); 

end 

plot(x,Vp,'red'); 

 
ผลที�ได้จากโปรแกรม 
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กราฟที>ไดจ้ากโปรแกรมแสดงฟังกช์นัจากการแทนซํ าแต่ละครั ง กราฟเส้นล่างสุดกราฟที>ไดจ้ากการ
แทนซํ าครั งสุดทา้ยและคือคาํตอบของสมการฟังกช์นั จะเห็นไดว้า่กราฟเส้นล่างสุดใกลเ้คียงกบั

ฟังกช์นั 
3

1
)(

+
=

x
xV  ซึ> งเป็นคาํตอบของสมการฟังกช์นั 

 

8.3 การหาดุลยภาพของแนช 

ในทฤษฎีเกมดุลยภาพของแนช (Nash equilibrium) เป็นจุดตรึงของฟังกช์นัตอบสนองดีที>สุด (best 
response function) ดงันั นเราจึงสามารถประยกุตว์ธีิการแทนซํ าเพื>อหาดุลยภาพของแนชได ้ส่วนที> 
8.3.1 แสดงการหาดุลยภาพของแนชในแบบจาํลองคูโนดว้ยการแทนซํ า ส่วนถดัไปแสดงการหา
ดุลยภาพของแนชในแบบจาํลองคูโนที>มีความไม่สมบูรณ์ของขอ้มูลดว้ยการแทนซํ า 
 
8.3.1 การหาดุลยภาพของแนชในแบบจําลองคูโน 

 
พิจารณาแบบจาํลองคูโนที>อุปสงคข์องตลาดคือ 2110 qqp −−=  โดย p และ iq  คือราคาและ
ปริมาณในตลาดของบริษทั 2,1=i บริษทั 1 มีตน้ทุนการผลิตต่อหน่วย 01 =c บริษทั 2 มีตน้ทุน
การผลิตต่อหน่วย 12 =c  บริษทัทั งสองแข่งขนักนัโดยการกาํหนดปริมาณการผลิตเพื>อใหไ้ดก้าํไร
สูงสุด  เราจะทาํการหาปริมาณการผลิตของทั งสองบริษทัในดุลยภาพแนชโดยใชว้ธีิแทนซํ า  

เนื>องจากดุลยภาพของแนชนั นคือจุดตรึงของฟังกช์นัตอบสนองที>ดีที>สุด ดงันั นเราจะเริ>ม
จากการหาฟังกช์นัตอบสนองที>ดีที>สุดก่อน จากฟังกช์นักาํไรของบริษทัที> 1 )( 1π  

1211111 )10( qqqqcpq −−=−=π  

ดิฟเฟอเรนชิทเอทเพื>อหาฟังกช์นัตอบสนองจะได ้

2

10
02100 2

121

1

1 q
qqq

dq

d −
=⇒=−−⇒=

π
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ในทาํนองเดียวกนัสาํหรับบริษทัที> 2 

22212222 )10( qqqqqcpq −−−=−=π   

ดิฟเฟอเรนชิทเอทเพื>อหาฟังกช์นัตอบสนองจะได ้

2

9
0 1

2

2

2 q
q

dq

d −
=⇒=

π  

ดงันั นฟังกต์อบสนองของเกมนี คือ 

)
2

9
,

2

10
(),( 12

21

qq
qqB

−−
=  

ให ้ ),( *

2

*

1 qq  เป็นดุลยภาพแนชของเกม ),( *

2

*

1 qq  จะมีคุณสมบติัเป็นจุดตรึงของฟังกช์นัตอบสนอง 
หรือเขียนในรูปสมการไดเ้ป็น 

),()
2

9
,

2

10
(),( *

2

*

1

*

1

*

2*

2

*

1 qq
qq

qqB =
−−

=  

เราสามารถหาดุลยภาพของแนชไดด้ว้ยวธีิการแทนฟังกช์นัซํ าตามโปรแกรมขา้งล่างนี  
 

การหาดลุยภาพของแนชในแบบจําลองคโูน 

function r = B(q) //Best Response Function 

 r(1) = (10 - q(2))/2; 

 r(2) = (9 - q(1))/2; 

endfunction 

q = [0 ; 0]; 

qp = [1; 1]; 

while norm(q - qp) > 0.000001 

q = qp; 

qp = B(q); 

end 

disp(qp(1)); 

disp(qp(2)); 

 
ผลที�ได้จากโปรแกรม 

3.67 

2.67 

ผลที>ไดจ้ากโปรแกรมแสดงวา่ในดุลยภาพของแนชบริษทัที>หนึ>งและบริษทัที>สองจะผลิตสินคา้
จาํนวน 3.67 และ 2.67 หน่วยตามลาํดบั   
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8.3.2 การหาดุลยภาพแนชในแบบจําลองคูโนที5มีความไม่สมบูรณ์ของข้อมูล 

ส่วนนี เราพิจารณาแบบจาํลองคูโนภายใตส้ภาพแวดลอ้มที>มีความไม่สมบูรณ์ของขอ้มูล 
ดา้นตน้ทุนของบริษทั  กาํหนดใหอุ้ปสงคข์องตลาดคือ 2110 qqp −−=  โดย p และ iq  คือราคา
และปริมาณในตลาดของบริษทั i  บริษทั 1 มีตน้ทุนการผลิตต่อหน่วยคือ 1c  บริษทั 2 มีตน้ทุนการ
ผลิตต่อหน่วยคือ 2c  แต่ละบริษทัรู้ตน้ทุนการผลิตของตวัเอง แต่ไม่รู้ตน้ทุนการผลิตของอีกบริษทั
หนึ>ง แต่ละบริษทัมีความเชื>อวา่ตน้ทุนของอีกบริษทัมีการกระจายตวัแบบยนิูฟอร์มในช่วง [0, 1]  
  เราจะหาดุลยภาพของแนชในเกมนี ดว้ยวธีิการแทนซํ า ดุลยภาพของแนชนี จะประกอบดว้ย
กลยทุธ์ของบริษทัที> 1 และ 2  ซึ> งเป็น ฟังกช์นัของราคาต่อหน่วยของแต่ละบริษทั ( )(),( 2211 cqcq ) 
เราเริ>มโดยการหาฟังกช์นัตอบสนองที>ดีที>สุดของบริษทัที>หนึ>ง จากฟังกช์นักาํไรคาดหวงัของบริษทั
ที> 1: 

=][ 1πE ][ 111 qcpqE − = ])10[( 11121 qcqqqE −−−  

จากสมการนี จะไดเ้งื>อนไขอนุพนัธ์อนัดบัหนึ>งในหารทาํใหก้าํไรคาดหวงัสูงสุดคือ 

0][210
][

121

1

1 =−−−= cqEq
dq

dE π  

แกส้มการจะไดฟั้งกช์นัตอบสนองที>ดีที>สุดของบริษทัที> 1 คือ 

2

][10
)( 21

11

qEc
cq

−−
=    

ในทาํนองเดียวกนัจะไดฟั้งก์ชนัตอบสนองที>ดีที>สุดของบริษทัที> 2 คือ 

)( 22 cq   
2

][10 12 qEc −−
=  

ดงันั นฟังกช์นัตอบสนองของเกมนี คือ 

  ))(),(( 2211 cqcqB )
2

][10
,

2

][10
( 1221 qEcqEc −−−−

=  

จะเห็นไดว้า่ (.)B  เป็นฟังกช์นัที>รับอินพุท (input) เป็นฟังกช์นัและใหค้่าเป็นฟังกช์นั ดุลยภาพของ
แนชคือฟังกช์นั ()*

1q  และ ()*

2q  ซึ> งเป็นจุดตรึงของฟังกช์นั (.)B  และ 

))(),(( 2

*

21

*

1 cqcqB ))(),(()
2

][10
,

2

][10
( 2

*

21

*

1

*

12

*

21 cqcq
qEcqEc

=
−−−−

=  

ดุลยภาพของแนชซึ>งคือจุดตรึงของฟังกช์นั B  สามารถหาไดด้ว้ยโปรแกรมดา้นล่างนี  
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การหาดลุยภาพของแนชในแบบจําลองคโูน 

clear; 

function r = B(q) //Best Response Function 

 eq1 = mean(q(1,:)); //find expection of q1 

 eq2 = mean(q(2,:)); 

 r(1,:) = (10 - gammas - eq2)/2; 

 r(2,:) = (10 - gammas - eq1)/2; 

endfunction 

  

n = 11; 

gammas = 0: 0.1: 1;  

q(1,:) = zeros(1,n);  

q(2,:) = zeros(1,n); 

qp(1,:) = ones(1,n);  

qp(2,:) = ones(1,n); 

while norm(q - qp) > 0.000001 

 q = qp; 

 qp = B(q); 

 end 

plot(gammas, qp); 

 

ผลที�ได้จากโปรแกรม 
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2.90
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3.20
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8.4 การแก้ปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิงด้วยวธีิการเชิงตัวเลข 

ในส่วนนี เราจะศึกษาการแกปั้ญหาไดนามิกโปรแกรมมิงดว้ยวธีิการเชิงตวัเลข ส่วนที> 8.4.1 แนะนาํ
การเปลี>ยนปัญหาผลบวกอนนัตใ์หอ้ยูใ่นรูปปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิง 
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8.4.1 การแก้ปัญหาผลบวกอนันต์ด้วยวธีิการไดนามิกโปรแกรมมิง 

ปัญหาทางเศรษฐศาสตร์ที>สาํคญัหลายปัญหาอยูใ่นรูปการหาผลบวกอนนัต ์(infinite sum) ในทาง
คณิตศาสตร์แลว้การหาค่าการหาผลบวกอนนัตนี์ สามารถหาไดส้องวธีิคือ 1. วธีิการตรง (direct 
method) และ 2. วธีิการไดนามิกโปรแกรมมิง  
  ตวัอยา่งเช่นหากตอ้งการหาค่าของ 

...32 ++++1= βββV ;  1|| <β  

เราสามารถหาค่า V  ดว้ยวธีิการตรงดงันี คือ 

...32 ++++1= βββV  
)...1(lim 32 T

T
V ββββ +++++=

∞>−
 

βββ
β

−
=

−
−

=
−
−

=
+

∞>− 1

1

1

01
)

1

1
(lim

1T

T
V  

นอกจากนี เราสามารถหาค่า V  ดว้ยวธีิการแบบไดนามิกโปรแกรมมิงดงันี  

...32 ++++1= βββV  
...)1( 32 ++++1++1= ββββV  

β
β

−
=→+1=

1

1
VVV  

หลกัการของไดนามิกโปรแกรมมิงคือการเปลี>ยนรูปแบบของปัญหาใหญ่ที>ตอ้งการแกใ้หอ้ยูใ่นรูป
ปัญหายอ่ย (sub problem) ที>มีลกัษณะคลา้ยกนั ในตวัอยา่งดา้นบนจะเห็นไดว้า่วธีิการแบบไดนามิก
โปรแกรมมิงง่ายและใชค้วามรู้ทางดา้นคณิตศาสตร์นอ้ยกวา่การแกผ้ลบวกอนนัตโ์ดยตรง 
 

8.5 การแก้สมการของเบลแมนด้วยวธีิการเชิงสัญลกัษณ์ 

ปัญหาในแบบจาํลองดา้นเศรษฐศาสตร์มหภาคเชิงพลวตัสมยัใหม่ส่วนใหญ่สามารถเขียนในอยูใ่น
รูปแบบปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิงในรูปของสมการเบลแมน (Bellman equation) ได ้ตวัอยา่งเช่น  
 ปัญหาของผูบ้ริโภคในแบบจาํลองดา้นล่าง 

∑
∞

=+ 1
,

)(max
1 t

t

t

kc
cu

tt

β
 

ภายใตเ้งื>อนไข ttt ckk −=+
α

1 ,  )ln()( tt ccu = , 1k  ถูกกาํหนดมาแลว้ 

สามารถเปลี>ยนเป็นปัญหาไดนามิกโปรแกรมในรูปสมการของเบลแมนดงันี  กาํหนดให ้ 
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=)( 1kV ∑
∞

=+ 1
,

)(max
1 t

t

t

kc
cu

tt

β  

ภายใตเ้งื>อนไข ttt ckk −=+
α

1 , )ln()( tt ccu = , 1k  ถูกกาํหนดมาแลว้ 

เราสามารถแสดงฟังกช์นั V  ดงันี    

))()((max)( /

/
kVcukV

k
β+=  

ภายใตเ้งื>อนไข ckk −= α/ ,   )ln()( ccu =   

โดยที> tkk ≡ , 1

/

+≡ tkk  และ tcc ≡ และ )(kV  คือ อรรถประโยชน์ตลอดชีวิตที>ไดจ้ากสินคา้ทุน 
k  เมื>อแทน c  ในรูปของ k  เราสามารถเขียนสมการเบลแมนไดด้งันี  

))())((max)( //

/
kVkkukV

k

βα +−=  

จะเห็นไดว้า่สมการเบลแมนก็คือสมการฟังกช์นัสมการหนึ>ง ดงันั นเราสามารถหาฟังกช์นั V ไดด้ว้ย
การแทนซํ าในรูปแบบสัญลกัษณ์ดงันี  

1. ให ้ 1=n  เลือกค่าฟังกช์นัตั งตน้ 1V  

2. หาค่า ))())((max)( //

1 /
kVkkukV n

k
n βα +−=+ ซํ าไปเรื>อยๆ 

ตวัอยา่งเช่นหากเราให ้ 0)(1 =kV  จะไดว้า่ 

))())(ln(max)( /

1

/

2 /
kVkkkV

k

βα +−=  

kkkkkV
k

ln)0ln())(ln(max)( /

2 /
ααα =−=−=  

จะไดว้า่ kkV ln)(2 α=  ดงันั นเราจะแทน 

))())(ln(max)( /

2

/

3 /
kVkkkV

k

βα +−=  

)ln))(ln(max)( //

3 /
kkkkV

k

αα +−=  

ดิฟเฟอเรนชิเอท // ln)ln( kkk αα +−  จะได ้

//

1
0

kkk

α
α +
−

=  

α

βα
βα

kk
+

=
1

/

 

แทนค่า α

βα
βα

kk
+

=
1

/  ใน )())ln()( /

2

/

3 kVkkkV βα +−=  จะได ้

)1ln()1()ln(ln)1()(2 βαβαβαβαβαα ++−++= kkV  

เมื>อทาํแทนซํ าไปเรื>อยๆ เราสามารถพิสูจน์ไดว้า่ 
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)ln(
11

1
)1ln(

1

1
ln

1
)(lim)( βα

βα
βα

β
βα

ββα
α

−−
+−

−
+

−
==

∞>−
kkVkV n

n
. 

จากตวัอยา่งนี จะเห็นไดว้า่ในกรณีทั>วไปการแกปั้ญหาดว้ยการแทนซํ าเชิงลกัษณ์มีความยุง่ยากมาก 
 

8.6 การแก้สมการของเบลแมนด้วยวธีิการเชิงตัวเลข 

นอกจากการแทนซํ าดว้ยวธีิเชิงสัญลกัษณ์แลว้ เราสามารถหาคาํตอบของสมการเบลแมนดว้ยการ
แทนซํ าเชิงตวัเลข ตวัอยา่งเช่นหากเราตอ้งการหาค่าของฟังกช์นั V  ซึ> งเป็นคาํตอบของสมการ 

))())((max)( //

/
kVkkukV

k
βα +−=  

ไดด้ว้ยขั นตอดงันี   
ขั�นตอนที� 1 คือ การกาํหนดโดเมนของฟังกช์นั (.)V  รอบๆค่าสภาวะคงตวั *

k  เช่น เราอาจ
ระบุใหโ้ดเมนของฟังกช์นั  (.)V  คือช่วงตั งแต่ *9.0 k  ถึง *1.1 k  (หากช่วงโดเมนที>กาํหนดมีความ
กวา้งมากหรือนอ้ย เกินไป เราสามารถปรับเปลี>ยนโดเมนไดภ้ายหลงั) 

ขั�นตอนที� 2 คือ การสร้างเวกเตอร์กริดที>ประกอบดว้ยกริดเป็นจาํนวน  g  จุดเพื>อประมาณ
โดเมนของฟังกช์นั (.)V  ตวัอยา่งเช่น หากเราให้โดเมนของฟังกช์นั (.)V  คือช่วง *9.0 k  ถึง *1.1 k   
เราสามารถเวกเตอร์กริด k  จาํนวน  11 จุดที>ประกอบดว้ยค่า   *9.0 k , *91.0 k , … , *01.1 k แทน
โดเมนของฟังกช์นั 

ขั�นตอนที� 3 คือการสร้างแมทริกซ์ระดบัการบริโภค C  ซึ> งมีมิติ gg ×  โดยที>ค่าของ  ijc  
(สมาชิกในแถวที> i  และหลกัที> j ของแมทริกซ์  C ) คือระดบัการบริโภคที>ทาํใหป้ระมาณสินคา้ใน 

jkk =/  เมื>อปริมาณสินคา้ทุนในวนันี เท่ากบั ikk = โดยที> ik คือค่าของสมาชิกตวัที> i  ของ
เวกเตอร์ k จากเงื>อนไข  

/
kkc −= α  

จะไดว้า่ 

jiij kkc −= α  

 ขั�นตอนที� 4  คือ การสร้างเวกเตอร์ศูนย ์ 1V  ขนาด 1×g  ใหเ้ป็นค่าเริ>มตน้ของฟังกช์นั V  
ในการแทนซํ า สร้างเวกเตอร์ 1+nV  = )}())(({max //

/
kkcu n

k
Vβ+  ทาํการแทนซํ าในขั นตอนที>

สามจนการทั>งค่า 1+nV  ที>ไดลู่้เขา้ และเป็นคาํตอบของสมการเบลแมน 
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ส่วนต่อไปนี จะแสดงตวัอยา่งโดยละเอียดของขั นตอน 1 – 4 ในสาํหรับกรณีที>เราใชก้ริดเพียง 2 กริด  
)2( =g ใหเ้วกเตอร์กริดของ ][ 21 kk=k  โดยที> *

1 9.0 kk =  และ *

2 1.1 kk =  จากเวกเตอร์กริดนี 
เราจะสามารถสร้างแมทริกซ์การบริโภค  









=

2221

1211

cc

cc
C  

โดยที> jiij kkc −= α  
ต่อมาในขั นตอนที> 3  เราสร้างแมทริกซ์ /

12111 ][ VV=V  ซึ> งแทนของฟังก์ชนั 1V  และทาํ
การหาค่า 2V  จากการแทนค่าในสมการเบลแมนดงันี  2V  = )}()(({max /

1

/

/
kVkcu

k
β+  เป็น

รูปแบบไซแลบดงันี  

2V  = 








22

21

V

V



















+








= '',

)()(

)()(
max

1211

1211

2221

1211
c

VV

VV

cucu

cucu
β  

โดยที>คาํสั>ง max(., ‘c’)  ของไซแลบจะใหค่้าเวกเตอร์ซึ> งที>มีจากตวัเลขที>มากที>สุดของแต่ละแถวเช่น 

ค่าของ  )'',
068

412
max( c







   คือ  








8

4   นอกจากนี หากเราตอ้งการรู้ตาํแหน่งของตวัเลขในแต่ละ

แถวซึ>งมีค่ามากที>สุดในแถวนั นเราสามารถทาํไดโ้ดยใชค้าํสั>งในรูปแบบ  

)'',
068

412
max(],[ cBA 








=  

จากคาํสั>งนี เราจะไดค้่า A  คือ 








8

4  และค่าของ  B คือ 








1

3  เราจะเห็นไดว้า่ 3 คือตาํแหน่งของเลข 4 

ในแถวที>หนึ>ง และ 1 คือตาํแหน่งของแปดในแถวที>สอง 
 ตวัอยา่งโปรแกรมดา้นล่างแสดงการหาค่า V ซึ> งเป็นคาํตอบของปัญหาไดนามิกโปรแกรม
มิงพร้อมทั งแสดงกราฟระดบัสินคา้ทุนกบัเวลา 
  

การสมการเบลแมนด้วยวิธีเชิงตวัเลข 

clear; alpha = 0.66; d = 1; beta = 0.95; 

kstar =  ((1+d*beta-beta)/(alpha*beta))^(1/(-1+alpha)); 

g = 101; 

k = ( 0.9*kstar: 0.1*kstar/(g-1):1.1*kstar)'; //discretize the state variables 

c = zeros(g,g);  //generate consumption matrix 

for i=1:g; 

 for j=1:g; 

    c(i,j) = k(i)^alpha - k(j); 
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   if c(i,j) > 0 then 

     u(i,j) = log(c(i,j)); 

    else 

      u(i,j) = -10000000000; 

   end 

 end 

end 

 

//value function iteration 

Tv = ones(g, 1); 

v = zeros(g,1); 

o = ones(1,g); 

while norm(Tv - v) > 0.000001 

  v = Tv; 

  [Tv kprime_id] = max(u + beta*(v*o)', 'c'); 

end 

 

//the path of capital accumulation. 

kt_id(1) = 1; // start from k0 = k(1) 

kt(1) = k(1);  //note that kt(i) is the real value of capital stock at time i. 

                      //kt_id(i) is the capital stock index at time i.  

for t=1 : 30 

 kt_id(t+1) = kprime_id(kt_id(t)); 

 kt(t+1) = k(kt_id(t+1));   

end 

plot(kt); 

 

ผลที�ได้จากโปรแกรม 
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8.6.1 การแทนซํ&าฟังก์ชันนโยบาย 



วธีิเชิงตวัเลขสาํหรับนกัเศรษฐศาสตร์ ธนะพงษ ์โพธิปิติ 
 

15 
 

การหาคาํตอบของปัญหาไดนามิกโปรแกรมมิงโดยใชว้ธีิการแทนฟังกช์นั (.)V  ซํ าโดยตรงนั นมกั
ใหค้วามเร็วในการลู่เขา้ (speed of convergence) ค่อนขา้งตํ>า วธีิที>ใหค้วามเร็วในการลู่เขา้สูงกวา่ คือ
วธีิการแทนค่าฟังกช์นันโยบาย (policy function iteration) ซึ> งวธีิการนี จะแตกต่างกบัวธีิการแทนค่า
ซํ าของฟังกช์นั (.)V  ในขั นตอนที> 3 ดงันี คือ ในขั นตอนที> 3 เราหาฟังกช์นันโยบาย )(/ kk  ซึ> งเป็น
ฟังกช์นัของ  k  ซึ> งทาํให ้ )())(( //

kVkcu nβ+ มีค่าสูงสุด 
เมื>อไดฟั้งกช์นันโยบาย )(/ kk  แลว้ เราจึงหาค่าฟังกช์นั (.)1+nV  ดว้ยการแกส้มการ 

))(())(()( /

1

/

1 kkVkkukV nn ++ += β  
))(())(()( //

11 kkukkVkV nn =− ++ β  

เมื>อเขียนสมการในรูปแมทริกซ์จะได ้

)()( //
kuVkI

1n
=− +β  

)()( /1/
kukIV

1n

−
+ −= β  

ตวัอยา่งการหาค่าฟังชนั (.)V  โดยวธีิการแทนค่าฟังกช์นันโยบายอยูด่า้นล่างนี  (หมายเหตุเนื>องจาก
ส่วนอื>นๆของโปรแกรมไม่ไดเ้ปลี>ยนแปลงไปจากเดิมจึงไม่ไดถู้กนาํมาแสดงในที>นี ) จากการ
ทดสอบวธีิการแทนซํ าแบบแรกที>ไม่ใชฟั้งกช์นัโยบายและแบบที>ใชฟั้งกช์นัโยบายนี  เราพบวา่ 
วธีิการแรกจะมีการวนซํ าถึง 284 ครั งก่อนไดค้่าของฟังกช์นั (.)V  ส่วนวธีิที>ใชก้ารแทนฟังก์ชนั
นโยบายจะใชก้ารวนซํ าเพียง 11 ครั ง และใชเ้วลานอ้ยกวา่วิธีแรกประมาณ 30 เปอร์เซ็นต ์
 

การแก้สมการเบลแมนด้วยการแทนซํ $าฟังก์ชนันโยบาย 

clear; alpha = 0.66; d = 1; beta = 0.95; 

kstar =  ((1+d*beta-beta)/(alpha*beta))^(1/(-1+alpha)); 

g = 101; 

k = ( 0.9*kstar: 0.1*kstar/(g-1):1.1*kstar)'; //discretize the state variables 

c = zeros(g,g);  //generate consumption grid 

for i=1:g; 

 for j=1:g; 

    c(i,j) = k(i)^alpha - k(j); 

   if c(i,j) > 0 then 

     u(i,j) = log(c(i,j)); 

    else 

      u(i,j) = -10000000000; 

   end 

 end 

end 
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Tv = ones(g, 1); v = zeros(g,1); 

idg = eye(g,g); o = ones(1,g); 

kprime_id = zeros(g,1); 

ou = zeros(g,1); //optimal utility 

while norm(Tv - v) > 0.000001 

  v = Tv; 

  [Tv kprime_id] = max(u + beta*(v*o)', 'c'); 

  op = zeros(1,g); //optimal capital stock for the next period 

 for i = 1:g 

   op(i,kprime_id(i)) = 1; 

   ou(i) = u(i,kprime_id(i)); 

   end   

  Tv = inv(idg - beta*op)*ou; 

end 

 

8.7 การแก้สมการเบลแมนในแบบจําลองสโตแคสติก 

ส่วนนี จะแสดงการแกส้มการเบลแมนในแบบจาํลองแบบสโตแคสติก โดยภาวะสโตแคสติกของ

แบบจาํลองเกิดการความไม่แน่นอนของระดบัเทคโนโลย ีส่วนแรกจะศึกษากรณีที>ระดบัของ

เทคโนโลยเีป็นตวัแปรสุ่มแบบไอไอดี (independent and identically distributed) และส่วนที>สอง

ศึกษากรณีที>ระดบัเทคโนโลยเีป็นตวัแปรสุ่มแบบมาคอฟ 

8.7.1 การแก้สมการของเบลแมนในแบบจําลองที5มีช็อคแบบไอไอดี  

พิจารณาแบบจาํลองต่อไปนี  

∑
∞

=+ 1

1
,

)(max
1 t

t

t

kc
cuE

tt

β  

ภายใตเ้งื>อนไข tttt ckak −=+
α

1 ,   )ln()( tt ccu ≡   
5.0)01.1()99.0( ==== tt aprobaprob  

แบบจาํลองนี เป็นแบบจาํลองสโตแคสติกเนื>องจาํระดบัเทคโนโลย ี ta  เป็นตวัแปรสุ่มแบบไอไอดี  
ปัญหานี สามารถเขียนเปลี>ยนใหอ้ยูใ่นรูปสมการของเบลแมนไดด้งันี  

)2/))01.1,()99.0,(()((max),( ///

/
kVkVkakuakV

k
++−= βα  
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ปัญหานี ซบัซอ้นกวา่ปัญหาที>ผา่นมาเนื>องจากการที>ระดบัเทคโนโลย ี a  เป็นตวัแปรสุ่มจะทาํให ้ 
(.)V  เป็นฟังกช์นัของ  k  และ a  ดงันั นเราตอ้งประมาณฟังกช์นั (.)V  ดว้ยเวกเตอร์สองเวกเตอร์ 

เวกเตอร์แรกสาํหรับกรณีที> 99.0=a และเวกเตอร์แรกสาํหรับกรณีที> 01.1=a  
 

การแก้สมการของเบลแมนในแบบจําลองที�มีช็อคแบบไอไอดี 

clear; alpha = 0.66; d = 1; a(1) = 0.99;  a(2) = 1.01;  beta = 0.95;   

kstar =  ((1+d*beta-beta)/(alpha*beta))^(1/(-1+alpha)); 

g = 51; 

k = ( 0.9*kstar: 0.1*kstar/(g-1):1.1*kstar)'; //discretize the state variables 

c = zeros(g,g,2);  //generate consumption matrix 

for m=1:2 //m is the extra dimension for a 

 for i=1:g; 

  for j=1:g; 

     u(i,j,m) = -10000000000; 

     c(i,j,m) = a(m)*(k(i)^alpha) - k(j); 

   if c(i,j,m) > 0 then 

     u(i,j,m) = log(c(i,j,m)); 

   end 

 end 

 end 

end 

  

//value function iteration 

Tv(:,1) = ones(g, 1); 

Tv(:,2) = ones(g, 1); 

v(:,1) = zeros(g,1); 

v(:,2) = zeros(g,1); 

o = ones(1,g); 

while norm(Tv - v) > 0.000001 

  v = Tv; 

  Ev = 0.5*v(:,1) + 0.5*v(:,2); 

  [temp1  temp2]  =  max(u(:,:,1) + beta*(Ev*o)', 'c'); 

  Tv(:,1) = temp1;  

  kprime_id(:,1) = temp2; 

  [temp1  temp2]  =  max(u(:,:,2) + beta*(Ev*o)', 'c'); 

  Tv(:,2) = temp1;   

  kprime_id(:,2) = temp2; 

end 
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//find variance of consumption using Monte-Carlo Simulation 

kt_id(1) = (1+g)/2; // start from the steady state 

kt(1) = k((1+g)/2); 

shock = grand(5000,1,'uin',1,2); 

for t=1 : 5000 

  kt_id(t+1) = kprime_id( kt_id(t), shock(t));   // 

  kt(t+1) = k(kt_id(t+1)); 

  ct(t) =  a(shock(t))*kt(t)^alpha - kt(t+1);  

end 

disp(stdev(ct)/mean(ct)); 

 
ผลที�ได้จากโปรแกรม 

0.01990505 

 

8.7.2 การแก้สมการของเบลแมนในแบบจําลองที5มีช็อคแบบมาคอฟ 

พิจารณาแบบจาํลองต่อไปนี  

∑
∞

=+ 1

1
,

)(max
1 t

t

t

kc
cuE

tt

β  

ภายใตเ้งื>อนไข tttt ckak −=+
α

1 ,   )ln()( tt ccu ≡   

ta  }01.1,99.0{∈  และ ให ้ 99.01 =θ  และ 01.12 =θ ijitjt aaprob πθθ ===+ )|( 1   









=








=

6.04.0

8.02.0

2221

1211

ππ
ππ

Π  

ในแบบจาํลองนี ระดบัเทคโนโลยเีป็นตวัแปรสุ่มแบบมาคอฟซึ>งการกระจายของ 1+ta  จะขึ นอยูก่บั
ค่าของ ta  และแมทริกซ์ทรานสิชนั (transition matrix) Π  

ปัญหาของผูบ้ริโภคในแบบจาํลองดา้นบนจะสามารถเปลี>ยนใหอ้ยูใ่นรูปสมการเบลแมน
ดงันี  

))01.1,()99.0,(()((max),( /

2

/

1/
kVkVcuakV ii

k
ππβ ++=   สาํหรับ ia θ=  

โปรแกรมดา้นล่างแสดงวธีิการเชิงตวัเลขเพื>อแกปั้ญหาสมการฟังกช์นันี  และใชค้่าฟังกช์นันโยบาย
ที>ไดใ้นการหาค่าความแปรปรวนของระดบัการบริโภค 
 

การแก้สมการของเบลแมนในแบบจําลองที�มีช็อคแบบมาคอฟ 

clear;  alpha = 0.66; d = 1; beta = 0.95;  a(1) = 0.9;  a(2) = 1.1;   


