
อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (1-1)

จงแสดงสูตรของ ผลบวกของจำานวนบวกค่ีตัว n เทอมแรก?

ข้อความการแสดงการพิสูจน์ดว้ยอุปนัยเชิงคณติศาสตร์:
การพิสูจน์ข้อความที่เกีย่วกับจำานวนนับ
    P(n): ข้อความที่เกี่ยวกับ n
ประกอบด้วยสองขั้น

1. ขั้นพื้นฐาน: แสดงวา่ P(1) เป็นจริง
2. ขั้นอุปนยั: จากสมมติฐานวา่ P(k) เป็นจริง  แล้วแสดงได้ว่า P(k+1) เป็นจริงสำาหรับทกุ

จำานวนเต็มบวก k
สรุปได้ว่า P(n) เป็นจริงสำาหรับทกุจำานวนนับ n
1. จงแสดงว่า ผลบวกจำานวนค่ี n เทอมแรกมีค่าเท่ากับ n2

2. ใช้อุปนยัเชิงคณิตศาสตร์เพื่อแสดงวา่ n < 2n สำาหรับทุกจำานวนนับ n

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
3. จงแสดงว่า n3 -  n หารด้วย 3 ลงตัว

อุปนัยแบบเข้ม:
สังเกตได้วา่ในขั้นอุปนยั สมมติฐานอาจไม่จำาเป็นต้องสมมติวา่ P(k) เป็นจริงเท่านั้น แต่เราสามารถใช้
สมมติฐานวา่ P(1), …, P(k) เป็นจริง

1. ขั้นพื้นฐาน: แสดง P(1) จริง
2. ขั้นอุปนยั: สมมติฐานวา่ P(1), …, P(k) เป็นจริง  แล้วแสดงได้วา่ P(k+1) เป็นจริง

สำาหรับทกุจำานวนเต็มบวก k
สรุปได้ว่า P(n) เป็นจริงสำาหรับทกุจำานวนนับ 
4. ใช้อุปนยัเชิงคณิตศาสตร์พิสูจนว์่า n > 1  สามารถเขยีนแทนด้วยผลคูณของจำานวนเฉพาะ

5. แสดงว่า ∑
i=1

n

i (i+1)( i+2)=
n (n+1)(n+2)(n+3)

3
.



ลำาดับ (1-2)

นิยาม:ลำาดับของจำานวนจริงคือฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็นเซตของจำานวนนับที่มีค่าเป็นจำานวนจริง
a1, a2, a3, a4, …, an, ...

เมื่อ a1 เป็นพจน์แรก a2 เป็นพจน์ที่สอง a3 เป็นพจน์ที่สาม a4 เป็นพจน์ที่ส่ี และ an เป็นพจน์ที่ nth 

1. แสดง 6 พจน์แรกของลำาดับ { n
n+1 }

ลำาดับที่นิยามแบบเวียนเกิด:
ลำาดับอาจมีนยิามแบบเวียนเกิด กล่าวคือ พจน์ปจัจุบันอาจเขยีนในรูปฟังก์ชันของพจน์ก่อนหน้า ตัวอย่างเช่น
ลำาดับฟบีอนนาชี {fn} นิยามแบบเวยีนเกิดโดย

f1=1, f2 = 1, fn = fn-1+fn-2, สำาหรับ n > 2 
2. แสดง 4 พจน์แรกของลำาดับฟีบอนนาชี

ลิมติของลำาดับ:
นิยาม: กำาหนดลำาดับ {an} มีลิมิตเป็น L, เขยีนแทนด้วย lim

n→∞

a n=L  หมายถึง an สามารถ

ทำาให้มีค่าใกล้ L เท่าที่ต้องการเมื่อ n  มีค่ามากพอ
∀ε>0∃ N ∀n> N ,∣an−L∣<ε

กล่าววา่ลำาดับลู่เข้า มิฉะนั้น เราเรียกว่า ลำาดับลู่ออก
ทฤษฎบีท: กำาหนดฟังก์ชันค่าจริง f ของจำานวนจริง, ถา้ f(n) = an สำาหรับทกุจำานวนเต็ม n และ

lim
x→∞

f (x)=L  สรุปได้ว่า lim
n→∞

a n=L

เราสามารถใช้หลักเกณฑ์โลปีตาลเพื่อคำานวณค่าลิมิตของ f(x)

3. จงแสดงว่า lim
n→∞

1

n p =0, p>0  

นิยาม: lim
n→∞

a n=+∞  หมายความว่า สำาหรับจำานวนจริงบวก M มจีำานวนเต็มบวก n0 ซ่ึง an >

M ก็ต่อเมื่อ n > n0  เรากล่าววา่ {an} ลู่ออก ไปสู่ +∞
นิยาม: lim

n→∞

a n=−∞  หมายความว่า สำาหรับจำานวนจริงลบ N มีจำานวนเต็มบวก n0 ซ่ึง an < 

N ก็ต่อเมื่อ n > n0  เรากล่าววา่ {an} ลู่ออก ไปสู่ –∞.
4. จงแสดงว่า {-n2} ลู่ออก

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
นิยาม: ลำาดับ {ank} เป็นลำาดับย่อยของ {an} ถ้า nk  คือลำาดับเพิ่มจาก {1,2, 3, ...}
ทฤษฎบีท: ถ้าลำาดับ {an} มีลิมิตเป็นจำานวนจริง L แล้ว ทกุ ๆ ลำาดับย่อยของ {an} ย่อมมีลิมิตเป็น L 
ด้วย

lim
n→∞

a n=L→ lim
k →∞

ank
=L ,∀{ank

} is a subsequence of {an}

กล่าวได้ว่า ถ้ามีสองลำาดับย่อยของ {an} ลู่เข้าสู่ค่าที่แตกต่างกัน แล้ว ลำาดับ {an} ลู่ออก
5. จงแสดงว่า ลำาดับ {(-1)n} ลู่ออก

กฎของลิมิตสำาหรบัลำาดับ:
ถ้า {an} และ {bn} ลู่เข้า และ c เป็นค่าคงที่ แล้ว
1. lim

n→∞

(an+bn)=lim
n→∞

an+ lim
n→∞

bn

2. lim
n→∞

(an−b n)=lim
n→∞

an−lim
n→∞

bn  

3. lim
n→∞

a n⋅bn=lim
n→∞

an× lim
n→∞

bn

4. lim
n→∞

an

bn

=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

, bn≠0∧lim
n→∞

bn≠0.

5. lim
n→∞

(c an)=c lim
n→∞

an

6. lim
n→∞

(an)
p
=(lim

n→∞

an)
p , p>0,an>0

6. จงคำานวณหาค่าลิมิตของ lim
n→∞

n sin(
2
n
) .

ทฤษฎีการบบีอัด:
ทฤษฎี: ถา้ an < bn < cn สำาหรับ n > n0  และ lim

n→∞

a n=lim
n→∞

cn=L แล้ว

lim
n→∞

bn=L

ทฤษฎี: ถ้า lim
n→∞

∣an∣=0  แล้ว lim
n→∞

a n=0

7. จงแสดงว่า {sin (n)

n }  ลู่เข้า

8. อภิปรายการลู่เข้าของลำาดับ {
n!

nn }



ลำาดับ (1-3)

ลำาดับ {rn}
เราทราบว่า lim

n→∞

r n
=+∞  if r>1,lim

n→∞

rn
=0 if −1<r<1

เมื่อ r = 1, lim
n→∞

1n
=1

เมื่อ r = 0, lim
n→∞

0n
=0

เมื่อ r = -1, lim
n→∞

(−1)
n  diverges .

สรุปได้ว่า ลำาดับ {rn} ลู่เข้าถ้า -1 < r < 1 และลู่ออกสำาหรับค่าอื่นของ r

9. จงหาการลู่เข้าหรือลู่ออกของลำาดับ {(−1
2 )

n

}

ลำาดับทางเดียว:
ลำาดับ {an} เป็นลำาดับเพิ่มถ้า an < an+1 ทกุค่า n > 1 หรือ
ลำาดับ {an} เป็นลำาดับลดถา้ an > an+1 ทกุค่า n > 1 หรือ
ลำาดับ {an} เป็นลำาดับไม่เพิ่มถา้ an > an+1 ทกุค่า n > 1 หรือ
ลำาดับ {an} เป็นลำาดับไม่ลดถ้า an < an+1 ทุกค่า n > 1
ลำาดับเป็นลำาดับทางเดียว ก็ต่อเมื่อ ลำาดับดังกล่าวเป็นลำาดับไม่เพิ่มหรือลำาดับไม่ลด
ลำาดับ {an} มีขอบเขตบน ถา้มีจำานวนจริง M ซ่ืง an < M  สำาหรับทุก n > 1
ลำาดับ {an} มีขอบเขตล่าง ถา้มีจำานวนจริง m ซ่ึง m < an สำาหรับทกุ n > 1
ทฤษฎีลู่เข้าของลำาดับทางเดียว:
ทุกลำาดับมีขอบเขตทางเดียวลู่เข้า
10. กำาหนดให้ {an} เกิดจากความสัมพันธ์เวยีนเกิด

a1 = 2; an+1 = 2 an + 6
10.1. จงแสดงวา่ลำาดับนี้มีขอบเขต
10.2. จงแสดงวา่ลำาดับนี้เป็นลำาดับเพิ่ม

11. จงตัดสินว่าลำาดับ an = n sin(1/n) ลู่เข้าหรือลู่ออก ถา้ลำาดับลู่เข้า จงหาค่าลิมิต

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
12. จงตัดสินว่า an = (-3)n/n! ลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าลำาดับลู่เข้า จงหาค่าลิมิต

 

13. จงตัดสินว่า an = √n2
+n−√2n2

−n  ลู่เข้าหรือลู่ออก ถา้ลำาดับลู่เข้า จงหาค่าลิมิต

14. จงตัดสินว่า an =
sin (2 n)
1+√n

 ลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าลำาดับลู่เข้า จงหาค่าลิมิต

15. จงหาลิมิตของลำาดับ {√2 ,√2√2 ,√2√2√ 2 ,...}.



อนุกรม (1-4)

กำาหนดลำาดับอนันต์ {an} นพิจน์ที่เขียนได้ในรูป
a1 + a2 + a3 + a4 + … + an + … 

เป็น อนกุรมอนันต์ หรือเรียกง่าย ๆ ว่า อนุกรม เขยีนแทนด้วย ∑
n=1

∞

an  หรือ Σan.

กำาหนดผลบวกยอ่ยของ n พจน์แรก sn,
s1 = a1, s2 = a1 + a2, …, sn = a1 + a2 + … + an

ผลบวกย่อยของ n พจน์แรกคือลำาดับ {sn} ซ่ึงอาจลู่เข้าหรือลู่ออกก็ได้ ถา้ลำาดับลู่เข้า ค่าที่ลู่เข้าคือลิมิตของ
อนุกรม

1. พิจารณาลำาดับ an = n/(n+1) ทำาให้เกิดอนุกรม ∑
n=1

∞ n
n+1

.

ลิมติของอนุกรม:
ลำาดับของอนุกรมยอ่ย {sn} ลู่เข้าสู่ s เรากล่าววา่อนกุรมลู่เขา้

∑
n=1

∞

an=lim
n→∞

sn=s

ค่า s  คือค่าผลบวกของอนุกรม มฉิะนั้น เรากล่าวว่าอนกุรมลู่ออก
2. an = n/(n2+1), an = n/(n3+1).

อนุกรมเรขาคณติ:

∑
n=1

∞

a rn−1
=a+ar+ar 2

+ ...  ลู่เข้า ถา้ | r | < 1 และ ผลบวกคือ a
1−r

ถ้า | r | >1, แล้ว อนุกรมเรขาคณิตลู่ออก

3. จงตัดสินว่า ∑
n=1

∞ 3n
+2n

4 n
ลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าอนุกรมลู่เข้า จงหาค่าของอนุกรม

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
4. จงตัดสินหาค่าของ จำานวนตรรกยะของ 1.4◦12◦.

5. จงตัดสินการลู่เข้าหรือลู่ออกของ ∑
n=1

∞ 1
n(n+1)

อนุกรมฮาร์โมนิก ∑
n=1

∞ 1
n

 เป็นอนุกรมลู่ออก

ให้ an = 1/n ได้ว่าผลบวกของลำาดับย่อย sn = ∑
i=1

n

ai=1+
1
2
+

1
3
+...+ 1

n
เราได้วา่ s1 = 1

s2 = 1 + ½ 
s4 = 1 + ½ + 1/3 + ¼ > 1 + ½ + ½ 
s8 = 1 + ½ + 1/3 + ¼ + 1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 > 1 + 3/2

             s2 k=1+
1
2
+

1
3
+

1
4
+ ...+

1

2k ≥1+
k
2

, k >1

ดังนั้น ∑
n=1

∞ 1
n

 ลู่ออก

6. จงหาผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตถ้าลู่เขา้ สำาหรับ ∑
n=1

∞ (−3)
n−1

4n



อนุกรม (1-5)

ทฤษฎบีท: ถา้อนกุรม ∑
n=1

∞

an  ลู่เข้าแล้ว lim
n→∞

a n=0

วธิีการทดสอบการลู่ออก: ถา้ lim
n→∞

a n ไม่มีค่าหรือ lim
n→∞

a n≠0  แล้วอนุกรม

∑
n=1

∞

an  ลู่ออก

1. จงหาค่าของ x ที่ทำาใหอ้นุกรมต่อไปนี้ลู่เข้า พร้อมหาค่าผลบวกของอนกุรมในเทอมของ x,

∑
n=1

∞ n
2 n+1

ทฤษฎบีท: ถา้ ∑
n=1

∞

an และ ∑
n=1

∞

bn เป็นอนุกรมลู่เข้า แล้ว

∑
n=1

∞

(a n+bn )=∑
n=1

∞

an+∑
n=1

∞

bn

∑
n=1

∞

(a n−bn )=∑
n=1

∞

an−∑
n=1

∞

bn

∑
n=1

∞

c an=c∑
n=1

∞

a n

สังเกตุว่า ∑
n=1

∞

(−1)
n  and ∑

n=1

∞

1n  ลู่ออก เพราะวา่ lim
n→∞

(−1)
n  ไม่มีค่าและ

lim
n→∞

1n
=1≠0.

2. an = n2/(4n2+10)

3. จงหาค่าของ x ที่ทำาใหอ้นุกรมต่อไปนี้ลู่เข้า พร้อมหาค่าผลบวกของอนกุรมในเทอมของ x,

∑
n=1

∞ xn

4n
.

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
4. จงหาค่าของ x ที่ทำาใหอ้นุกรมต่อไปนี้ลู่เข้า พร้อมหาค่าผลบวกของอนกุรมในเทอมของ x,

∑
n=1

∞

xn2n .

5. จงหาค่าของ x ที่ทำาให้อนกุรมต่อไปนี้ลู่เขา้ พร้อมหาค่าผลบวกของอนุกรมในเทอมของ x,

∑
n=1

∞ ( x+2)
n

3n
.

6. จงหาค่าของ x ที่ทำาใหอ้นุกรมต่อไปนี้ลู่เข้า พร้อมหาค่าผลบวกของอนกุรมในเทอมของ x,

∑
n=1

∞ x2 n

(−2)n
.

 



อนุกรม (1-6)
การทดสอบแบบอินทิกรัล:กำาหนดให้ f ต่อเนื่อง มีค่าบวก และเป็นฟังก์ชันลดบน [1, ∞) และ an = 

f(n) แล้ว ∑
n=1

∞

an ลู่เข้า ก็ต่อเมื่อ  ∫
1

∞

f ( x)dx  ลู่ออก

1. ทดสอบว่า ∑
n=1

∞ 1

n2
+1

 ลู่เข้าหรือลู่ออก

2. จงแสดงว่า อนุกรมพี (p-series)  ∑
n=1

∞ 1

n p
 ถ้า p > 1 แล้วอนุกรมลู่เข้า แต่ถ้า p < 1 แล้ว

อนุกรมลู่ออก

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________

3. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก ∑
n=1

∞ 1
3
√n

 

4. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก ∑
n=1

∞ ln (n)

n

การประมาณเศษของการทดสอบแบบอินทิกรัล
สมมติว่า f(n) = an เมื่อ f ต่อเนื่อง มีค่าบวก และเป็นฟังก์ชันลดสำาหรับ x > n และ ∑

n=1

∞

an ลู่

เข้าสู่ s  ถ้า Rn = s – sn แล้ว    ∫
n+ 1

∞

f (x)dx≤Rn≤∫
n

∞

f (x)dx

5. จงประมาณค่าผลบวกของอนุกรม ∑
n=1

∞ 1

n2
 ใช้ 5 พจน์แรก และประมาณความผิดพลาด

 



อนุกรม (1-7)

การทดสอบแบบเปรยีบเทยีบ:กำาหนด ∑
n=1

∞

an และ ∑
n=1

∞

bn เป็นอนกุรมที่มีพจน์เป็นบวก

ถ้า ∑
n=1

∞

bn ลู่เข้า และ an < bn, แล้ว ∑
n=1

∞

an  ลู่เข้า

ถ้า ∑
n=1

∞

an ลู่ออกและ an < bn, แล้ว ∑
n=1

∞

bn ลู่ออก

1. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก ∑
n=1

∞ 4

3n 2
+2 n−1

 

2. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก  ∑
n=1

∞ ln (n)

n

การทดสอบแบบเปรยีบเทยีบลมิิต:กำาหนดให้ ∑
n=1

∞

an และ ∑
n=1

∞

bn เป็นอนกุรมที่พจน์มีค่า

บวก ถา้ lim
n→∞

an

bn

=c เมื่อ c เป็นค่าบวก แล้วอนกุรมทั้งคู่ลู่เข้าหรือลู่ออกพร้อมกัน

กรณี c = 0, ถา้ ∑
n=1

∞

bn  ลู่เข้า แล้ว ∑
n=1

∞

an  ลู่เข้า

กรณ๊ c = ∞, ถา้ ∑
n=1

∞

bn ลู่ออก แล้ว ∑
n=1

∞

an  ลู่ออก

3. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก  ∑
n=1

∞ 1

2n
−1

 

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
อนุกรมสลบั
อนุกรมสลับคืออนุกรมที่แต่ละพจน์มีเทอม (-1)n หรือ (-1)n+1 ปรากฎอยู่

∑
n=1

∞ (−1)
n−1

n
=1−

1
2
+

1
3
−

1
4
+ ... and ∑

n=1

∞ (−1)
n n

n+ 1
=−

1
2
+

2
3
−

3
4
+ ...

การทดสอบอนุกรมสลับ:
ถ้าอนุกรมสลับ   ∑

n=1

∞

(−1)
n−1 bn=b1−b2+ b3−b4+ ...  สอดคล้อง (1) bn+1 < bn

และ (2) lim
n→ ∞

bn=0  แล้วอนุกรมลู่เข้า

4. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก ∑
n=1

∞ (−1)
n−1

n
 

5. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก ∑
n=1

∞ (−1)
n3 n

4n−2



อนุกรม (1-8)

การลู่เข้าแบบสัมยูรณ์:อนุกรม ∑
n=1

∞

an  มีการลู่เข้าแบบสัมบูรณ์ ถา้อนุกรมที่ทกุพจนอ์ยู่ในรูปของ

ค่าสัมบูรณ์ ∑
n=1

∞

∣an∣ ลู่เข้า

อนุกรม ∑
n=1

∞

an มีการลู่เขา้แบบมีเง่ือนไข ถา้อนุกรมลู่เข้า แต่อนกุรมไม่ลู่เข้าแบบสัมบูรณ์

ทฤษฎบีท:ทุกอนกุรมลู่เข้าแบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าเสมอ

1. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้หรือลู่ออก   ∑
n=1

∞ cos(n)

n2   .

การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน:ถ้า lim
n→ ∞∣an+ 1

an
∣=L< 1 แล้ว อนุกรม ∑

n=1

∞

an เป็นอนุกรมลู่

เข้าแบบสัมบูรณ์

ถ้า lim
n→ ∞∣an+ 1

an
∣=L> 1 แล้วอนกุรม ∑

n=1

∞

an  ลู่ออก

ถ้า lim
n→ ∞∣an+ 1

an
∣=1 แล้ว การทดสอบโดยใช้อัตราส่วนไม่สามารถสรุปได้

2. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้แบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าหรือลู่ออก  ∑
n=1

∞ n2

2n
.  

3. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้แบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าหรือลู่ออก ∑
n=1

∞ (−8)
n

n!
.  

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________

4. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้แบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าหรือลู่ออก ∑
n=1

∞ n!

nn .  

การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์:ถ้า lim
n→∞

n
√∣an∣=L<1 แล้ว อนุกรม ∑

n=1

∞

an ลู่เข้าแบบ

สัมบูรณ์

ถ้า lim
n→∞

n
√∣an∣=L>1 แล้วอนกุรม ∑

n=1

∞

an  ลู่ออก

ถ้า lim
n→∞

n
√∣an∣=1 แล้ว การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ไม่สามารถสรุปได้

5. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้แบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าหรือลู่ออก ∑
n=1

∞

( 3 n+ 1
4 n+ 2 )

n

.

 

6. จงทดสอบอนกุรมต่อไปนี้ว่าลู่เขา้แบบสัมบูรณ์ ลู่เข้าหรือลู่ออก ∑
n=1

∞ (−1)
n

(arctan n)
n

.


