
อนุกรมกำ�ลัง (2-1)

นิยาม:อนุกรมกำ�ลังรอบจุดศูนย์เขยีนได้ในรูปของ

∑
n=0

∞

cn xn
=c0+c1 x +c2 x2

+c3 x3
+...

ถ้� cn=1 แล้วได้ว่� ∑
n=0

∞

xn
=1+ x+ x2

+ x3
+... ลู่เข้�เมื่อ -1< x <1 และลู่ออกเมื่อ |x|>1

อนุกรมกำาลังในรูปทั่วไป:
รูปทั่วไปของอนกุรมกำ�ลัง (อนุกรมกำ�ลังรอบจุด a)

∑
n=0

∞

cn(x−a)
n
=c0+c1( x−a)+c2(x−a)

2
+...

1. จงห�ค่�ที่เป็นไปได้ของ x ที่ทำ�ใหอ้นุกรม ∑
n=0

∞

n! xn ลู่เข้�?

ทฤษฎบีท:สำ�หรับอนุกรมกำ�ลัง มีคว�มเป็นไปได้ส�มแบบเท่�นั้นคือ
1. อนุกรมลู่เข้�เฉพ�ะที่จุด x = a (รัศมีก�รลู่เข้�คือ 0)
2. อนุกรมลู่เข้�ทกุค่� x (รัศมีก�รลู่เข�้คือ ∞)
3. มีค่�จำ�นวนจริงบวก R ซ่ึงอนกุรมลู่เข้�ถ้� |x – a| < R และลู่ออกถ้� |x – a| > R

เรียก R ว�่รัศมีของก�รลู่เข้� สำ�หรับชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลังคือชว่งที่ทำ�ให้อนกุรมลู่เข�้

2. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞

xn.

3. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞ (x−3)
n

n
.

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________

4. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞ (−1)
n x2 n

22 n(n!)2
.

5. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=2

∞ xn

(ln (n))n
.

6. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞

( 1
∣x∣)

n

.

7. จงห�รัศมีและชว่งของก�รลู่เข้�ของอนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞

( x2
−1
2 )

n

.



อนุกรมกำ�ลัง (Lecture 2-2)
ฟังก์ชันที่แทนได้ด้วยอนุกรมกำาลัง: 

ถ้� | x | < 1,  1
1−x

=1+x+ x2
+x3

+...=∑
n=0

∞

xn

1. จงแสดงว่� ฟังก์ชัน 1

1+ x2
 เขียนแทนได้ด้วยอนุกรมกำ�ลัง พร้อมห�รัศมีของก�รลู่เข้�

2. จงห�อนุกรมกำ�ลังที่แทน ฟังก์ชัน 1
2+x

 

3. จงห�อนุกรมกำ�ลังที่แทนด้วยฟังก์ชัน x2

a3−x3
.

ทฤษฎบีท:ถ้�อนุกรมกำ�ลัง ∑
n=0

∞

cn(x−a)
n  มีรัศมีของก�รลู่เข�้คือ R > 0 แล้ว f i จะมอีนุพันธ์

บนช่วง (a–R, a+R) พร้อมกันนี้

f (x)=c0+c1(x−a)+c2( x−a)
2
+ ...=∑

n=0

∞

cn( x−a)
n

f ' (x)=c1+2c2(x−a)+3c3( x−a)
2
+ ...=∑

n=1

∞

ncn(x−a)
n−1

∫ f ( x)dx=C +c0(x−a)+
c1

2
(x−a)2+...=C +∑

n=0

∞ cn( x−a)
n+1

n+1

4. จงเขียนฟังก์ชัน f(x) = ln | 1 – x | ในรูปของอนุกรมกำ�ลัง พร้อมห�รัศมีของก�รลู่เข้�

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________

5. จงเขียนฟังก์ชัน f (x)=
1

(1+ x)
2 ด้วยอนุกรมกำ�ลังพร้อมห�รัศมีของก�รลู่เข้�

ทฤษฎบีท:ถ้� f แทนด้วยอนกุรมกำ�ลังรอบจุด a

f ( x)=c0+c1( x−a)+c2(x−a)
2
+...=∑

n=0

∞

cn( x−a)
n  

เมื่อ | x – a | < R แล้ว ค่�สัมประสิทธิ์คือ cn=
f (n)

(a)

n!
อนุกรมเทย์เลอร์:

อนุกรมเทย์เลอร์ของฟังก์ชัน f รอบจุด a คือ f ( x)=∑
n=0

∞ f ( n)
(a)

n !
( x−a)n

ในกรณีที่ a = 0 เรียกอนุกรมที่ได้ว�่ อนกุรมแมคลอริน

f (x)=∑
n=0

∞ f (n)
(0)

n!
xn

= f (0)+
f ' (0)

1 !
x+

f ' ' (0)

2 !
x2

+...

ทฤษฎบีท:ให้ f(x) = Tn(x) + Rn(x) เมื่อ Tn คือพหุน�มเทย์เลอร์ดีกรี nth ของฟังก์ชัน f รอบจุด a

f ( x)=∑
n=0

∞ f ( n)
(a)

n !
( x−a)n ก็ต่อเมื่อ lim

n →∞

|Rn( x )|=0  สำ�หรับ |x–a| < R

6. จงห�สูตรของอนุกรมแมคลอรินของฟังก์ชัน f(x) = ex พร้อมรัศมีก�รลู่เข้�

7. จงห�สูตรของอนุกรมแมคลอรินของฟังก์ชัน f(x) = sin(x) พร้อมรัศมีก�รลู่เข้�

8. จงห�สูตรของอนุกรมแมคลอรินของฟังก์ชัน f(x) = cos(x) พร้อมรัศมีก�รลู่เข�้



อนุกรมกำ�ลัง (Lecture 2-3)
อนุกรมแมคลอรินที่สำาคัญ:

1
1−x

= ∑
n=0

∞

xn
=1+ x+ x2

+ ...  on (−1,1)

e x
= ∑

n=0

∞ xn

n!
=1+

x
1 !

+
x2

2 !
+...  on (−∞ ,∞)

sin ( x) = ∑
n=0

∞

(−1)
n x2 n+1

(2n+1) !
=1−

x3

3!
+

x5

5 !
+...  on (−∞ ,∞)

cos(x) = ∑
n=0

∞

(−1)
n x2 n

(2n)!
=1−

x2

2 !
+

x4

4 !
+ ...  on (−∞ ,∞)

arctan (x) = ∑
n=0

∞

(−1)
n x2n+1

2 n+1
=x−

x3

3
+

x5

5
+ ... on [−1, 1]

เศษเหลือของเทยเ์ลอร์:ถ�้ | f(n+1)(x) | < M สำ�หรับทกุ | x – a | < d แล้ว เศษเหลือ Rn(x) ของ

อนุกรมเทย์เลอร์ดีกรี n สอดคล้องกับ  ∣Rn(x)∣<
M

(n+1) !
∣x−a∣n+1 ,∣x−a∣≤d  

1. จงประม�ณค่�ของ  ∫
0

1

e− x2

dx  โดยให้มีคว�มผิดพล�ดไม่เกิน 0.1

2. จงคำ�นวณค่�ของ lim
x →0

e
x
−1−x

x2

3. จงใช้อนุกรมกำ�ลังในก�รห�ค่�ของ lim
x →0

x−arctan ( x)

x3

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________
การคูณและการหารอนุกรมกำาลัง:ก�รบวกและก�รลบอนุกรมกำ�ลังเหมอืนกับก�รบวกและลบฟังก์ชันพหุ
น�ม นอกจ�กนีอ้นุกรมกำ�ลังส�ม�รถคูณและห�รเหมือนกบัพหุน�ม
4. จงห�พจน์ที่ไม่เป็นศูนย์ส�มพจน์แรกของอนกุรมแมคลอรินสำ�หรับ f(x) = ex sin(x)

5. จงเขียน f(x) = ∫ x cos(x3
)  ด้วยอนกุรมกำ�ลัง

การประยุกต์พหุนามเทย์เลอร์:ให้ f ( x)=∑
n=0

∞ f ( n)
(a)

n !
( x−a)n และพหุน�มเทย์เลอร์ดีกรี 

nth คือ T n(x )=∑
i=0

n f (i )
(0)

i !
(x−a)

i  และค่�สัมบูรณ์ของเศษเหลือคือ | Rn(x) |   =   

| f(x) – Tn(x) |
6. จงประม�ณค่�ฟังก์ชัน f(x) = 3

√ x ด้วยพหุน�มเทย์เลอร์ดีกรี 2 รอบจุด a = 8
1. จงห�คว�มแม่นยำ�ของก�รประม�ณนี้ สำ�หรับค่� 7 < x < 9?
2. จงห�ว่�ค่�ผิดพล�ดสูงสุดในก�รใช้ก�รประม�ณนี้
3. จงห�ค่�ของ x ที่ค่�ประม�ณดังกล่�วของฟังก์ชันผิดพล�ดไม่เกิน 0.00005?

7. If f (x)=ex2

,  จงแสดงว�่ f ( 2 n)
(0)=

(2n)!
n!



ก�รประม�ณค่�อินทิกรลั (2-4)
ผลบวกรีมันน์:ถ้� f มีค่�ต่อเนื่องบน [a, b] เร�แบ่งช่วงดังกล่�วออกเป็น n ช่วงยอ่ยที่มีขน�ดเท่� ๆ กัน 
Δx) และ กำ�หนดให้ x0, x1, x2, …, xn เป็นจุดปล�ยชว่งของช่วงย่อยและให้ x1

*, x2
*, …, xn

* 

เป็นจุดที่สุ่มม�ในช่วงย่อย แล้ว  ∫
a

b

f ( x)dx=lim
n→∞

∑
i=1

n

f (xi
∗)Δ x  

การประมาณค่าอินทิกรัลด้วยค่าทางด้านซ้ายของช่วง:ถ้� xi
* เลือกให้เป็นค่�ท�งด้�นซ้�ยของชว่ง แล้ว

∫
a

b

f ( x)dx≈∑
i=1

n

f ( xi−1)Δ x

การประมาณค่าอินทิกรัลด้วยค่าทางด้านขวาของช่วง:ถ้� xi
* เลือกให้เป็นค่�ท�งด้�นขว�ของช่วง แล้ว

∫
a

b

f ( x)dx≈∑
i=1

n

f ( xi)Δ x

การประมาณค่าอินทิกรัลด้วยค่ากลางของช่วง:ถ�้ xi
* เลือกให้เป็นค่�กล�งของชว่ง แล้ว

 ∫
a

b

f ( x)dx≈M n=∑
i=1

n

f ( x̄ i)Δ x  เมื่อ x̄i=
xi−1+xi

2
ขอบเขตของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัลของ Mn: ถ้� | f''(x) | < K สำ�หรับทุก x ใน 
[a, b] แล้วค่�สัมบูรณ์ของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัล EM คือ

|EM|≤
K (b−a)

3

24n
2 .

การประมาณค่าอินทิกรัลด้วยสามเหลี่ยม:

∫
a

b

f ( x)dx≈T n=
Δ x
2

( f (x0)+2 f (x1)+...+2 f (xn−1)+ f (xn))

ขอบเขตของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัลของ Tn: ถ้� | f''(x) | < K สำ�หรับทุก x  ใน 
[a, b] แล้วค่�สัมบูรณ์ของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัล ET คือ

|ET|≤
K (b−a)

3

12 n
2

การประมาณค่าอินทิกรัลโดยใช้เทอมอันดับสอง:
กำ�หนดให้ y = Ax2 + Bx + C  ค่�พื้นที่ใต้กร�ฟพ�ร�โบล�จ�ก -h ไป h คือ 

∫
−h

h

A x2+ B x+C dx=A x3

3
+ B x2

2
+C x∣x=−h

x=h =2( A h3

3
+Ch)  

สังเกตว่� y0 = Ah2 – Bh + C, y1 = C, y2 = Ah2 + Bh + C
ดังนั้น y0 + 4y1 + y2 = 2Ah2 + 6C
หลักเกณฑ์ของซิมปสัน

S N=
Δ x
3

( f ( x0)+4 f (x1)+2 f (x 2)+...+4 f ( xn−1)+ f ( xn))

ขอบเขตของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัลของ Sn: ถ�้ | f(4)(x) | < K สำ�หรับทกุ x ใน 
[a, b] แล้วค่�สัมบูรณ์ของคว�มผิดพล�ดในก�รประม�ณค่�อินทิกรัล ES คือ

|ES|≤
K (b−a)

5

180 n
4

1. จงใช้ก�รประม�ณค่�อินทิกรัลด้วยส�มเหล่ียมและจุดกึ่งกล�งด้วย n = 5 เพือ่ประม�ณค่�อินทกิรัลของ 

∫
1

2
1
x

dx   

ชื่อ ________________________________________ รหัสนิสิต ____________

2. จงใช้ก�รประม�ณค่�อินทิกรัลด้วยหลักเกณฑ์ของซิมป์สันเพื่อประม�ณ ∫
1

2
1
x2

dx โดยใช้ n = 

10 แล้วห� n ที่รับประกันคว�มถกูต้องของก�รประม�ณไม่เกิน 0.001 

3. จงใช้หลักเกณฑ์ซิมป์สันเพื่อห�ค่�ประม�ณของ ∫
0

2

e−x2

dx โดยใช้ n = 8 พร้อมห�ค่� n ทีจ่ะ

รับประกันก�รประม�ณไม่เกิน 0.0001


