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Trees
นิยาม กลุมของ nodes  ซ่ึงอาจจะวาง (empty)   มี node  พิเศษเรียกวา root  เปน  node เร่ิมตน
จากนิยามขางตน   tree ที่มี n  nodes    จะประกอบดวย n-1  edges
นิยาม path  จาก node  n1 ถึง nk  คือ sequence  ของ nodes  n1, n2, …, nk   โดยท่ี ni  เปน parent

ของ ni+1,  1 <= i < k
นิยาม ความยาว (length) ของ path  หน่ึงๆ  คือ จํ านวน edges บน path น้ัน  ซ่ึงก็คือ k-1 (จากนิยาม

ของ path)
นิยาม ความลึก (depth) ของ node ni    คือ  ความยาว (length) ของ unique path  จาก root ถึง node

ni  น้ัน
นิยาม ความสูง (height) ของ ni  คือ  ความยาวท่ีสุด (longest path) จาก ni  ถึงปลาย (leaf)

นิยามงาย ความลึกของ ni  วัด (หรือนับ) จาก root  ถึง  ni

นิยามงาย ความสูงของ ni  วัด (หรือนับ) จาก ni  ถึง leaf

Binary trees
นิยาม เปน tree ท่ีทุก node มีไดไมเกิน  2  children

มีความลึกสูงสุด N – 1 (สํ าหรับ binary tree ที่มี N nodes)
ความลึกเฉลี่ย  O(N 0.5)   ในกรณีของ binary search tree คือ O(log N)
สํ าหรับ  complete binary tree  ท่ีมีความสูง h  จะม ีnodes ทั้งสิ้น  2h+1 – 1

binary search tree   เปน binary tree ที่มีลํ าดับสอดคลองตามความสัมพันธ   left  <  root  <  right  และ
มีการประยุกตใชงานอยางกวางขวาง  เชน การแทน expression ดวย tree (ดังตัวอยางในหนา 97-100)
แตจุดแข็งท่ีโดดเดนท่ีสุด นาจะเปนการเก็บขอมูลท่ีมีการเรียงลํ าดับอยางถูกตองตลอดเวลา  ซึ่งทํ าให
ประหยัดเวลาในการ sort ขอมูล (อันจะกลาวในบทตอไป)   หลักการท่ีใชก็คือ tree traversal  สามแบบ
ไดแก  pre-order, in-order, และ post-order   สํ าหรับขอมูลทั่วไป  in-order จะเหมาะสมที่สุดในการใช
งาน   แตสํ าหรับ expression tree  แลว  ทั้งสามแบบจะแสดงนิพจนในลักษณะ  prefix, infix, และ postfix
ซึ่งทํ าใหการเก็บโดยใช tree เปนโครงสรางขอมูลที่สมบูรณแบบที่สุด  (ตัวอยาง directory listing  หนา 92-
95 ก็เปนอีกตัวอยางของการประยุกต tree)

ตัวอยางท่ี 1  จงสราง expression tree จากนิพจนที่ก ําหนดให  (a + b) * (c * (d + e))
เร่ิมจากซายสุด (ตามตัวอยาง) จะได expression tree ดังรูป
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ความสะดวกของ expression tree คือ การแทนนิพจนไดทั้ง 3 รูปแบบ คือ infix, prefix, และ
postfix notation  ซึ่งก็สอดคลองกับการเดินตาม tree ในลักษณะ in-order, pre-order และ post-order
ตามลํ าดับ   จากตัวอยางขางตน  เราจะไดผลลัพธของ tree traversal ดังน้ี

in-order: (a + b)  * (c * (d + e)) (left-root-right)
pre-order: * + a b * c + d e (root-left-right)
post-order: a b + c d e + * * (left-right-root)
การวิเคราะหประสิทธิภาพของ binary search tree  อาศัยหลัก recurrence  เพราะ tree จะอยูใน

รูปท่ีสรางตามนิยามวนซ้ํ า (recursive definition)  กลาวคือ tree ประกอบดวย  root และ left/right
subtree  ซึ่งแตละ  subtree  ก็ใชนิยามเดิม คือมี root ของ subtree นั้นและ sub- ของ left/right subtree
อีก  เชนน้ีเร่ือยไปจนถึง leaf node

ถาให  D(n) เปน internal path length ของ  tree T ที่มี  n  nodes  จะไดวา  D(1) = 0    สํ าหรับ
left subtree ขนาด  i-node  ขนาดของ right subtree จะเปน (n-i-1)  การคํ านวณ internal path length D
(n) หาไดจาก

D(n) = D(i)  +  D(n-i-1)  +  n  -  1
ซ่ึงก็คือ internal path length ของ T วัดจาก root  คํ านวนไดจาก  internal path length ของ left subtree
ขนาด  i-node ขางตน บวกกับ internal path length ของ right subtree  และ internal path length ของ
T ไมนับ root

ตัวอยางท่ี 2  สมมุติ  (complete) binary search tree T ขนาด 7 node   คาของ internal path length จะ
เปน  D(7) = D(3) + D(3) + 7 – 1 = [D(1) + D(1) + 3 – 1]  +  [D(1) + D(1) + 3 – 1] + 7 – 1 = 10
(ลองเขียนรูปแลวนับดู  ท่ีความลึก 1  มี 2  nodes รวม path length เปน 2   ท่ีความลึก 2  มี 4 nodes ซึ่ง
แตละ node คา path length เปน 2)
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AVL (Adelson-Velskii and Landis) trees
เปน binary search tree ท่ีสมดุลย (balance)   มีความลึกเปน  O(log n)  ดังน้ันสํ าหรับทุกๆ โหนดใน
AVL tree  ความสูงของ left และ right subtrees จะตางกันเพียง 1  (โดยกํ าหนดวา ความสูงของ empty
tree เปน -1)

การ  balance AVL tree   สํ าหรับโหนด α ใดๆ แบงไดเปน 4 กรณีคือ
1.! left child  ของ α ใน left subtree (เกิดดานนอก  เรียกวา L-L  เปนแบบ single rotation)
2.! left child  ของ α ใน right subtree (เกิดดานใน  เรียกวา L-R  เปนแบบ double rotation)
3.! right child  ของ α ใน left subtree (เกิดดานใน  เรียกวา R-L  เปนแบบ double rotation)
4.! right child  ของ α ใน right subtree (เกิดดานนอก  เรียกวา R-R  เปนแบบ single rotation)

(ดูรูปแบบของ single และ double rotation ใน PowerPoint)

ตัวอยางท่ี 3   กํ าหนดขอมูลดังตอไปน้ี  3, 2, 1, 4, 5, 6, 7   ใหสราง AVL tree สํ าหรับขอมูลชุดน้ี
3 =>        3 => 3 ณ จุดน้ีเกิดความไมสมดุลย  ใช single rotation

2         2
   1

=> 2 => 2 => เกิดไมสมดุลย ตองจัดใหมดวย single rotation
      1      3       1       3

4
       5

พิจารณา subtree 3-4-5  สามารถ rotate คร้ังเดียวก็จะไดรูปใหมดังน้ี
=> 2 => 2

    1         4      1 4
  3 5     3 5

          6
ตองจัดใหมดวย single rotation   คราวน้ีพิจารณาท้ัง tree  ท่ีโหนด 2 ซึ่งเปน root และ 4  ซึ่งเปน root ของ
right subtree
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=> 4 => 4
     2          5      2 5
1         3       6 1 3 6

7
จะเห็นวา right subtree ไมสมดุลย  หลังจากปรับ right subtree ดวย single rotation ก็จะไดรูปใหมเปน

4
      2 6
1 3      5 7

ตัวอยางท่ี 4   กํ าหนดขอมูลดังตอไปน้ี  7, 15. 5, 8, 12, 6   ใหสราง AVL tree สํ าหรับขอมูลชุดน้ี
7 => เมื่อเพิ่ม 12 เขาไปใน tree ทํ าให right subtree เสียสมดุลย

    5        15 ซึ่งในกรณีนี้ single rotation ไมสามารถจัดการได  ตองใช
  8 L-R double rotation (คือ โยซายหมุนขวาแก) โดยให 15 เปน
        12 k3   8 เปน k1  และ 12 เปน k2   สวน subtree A, B, C, D ถือ

เปน NULL ทั้งหมด
รูปใหมที่ไดจะเปน   เมื่อเพิ่ม 6 ก็ยังคงสมดุลยเหมือนเดิม

7
    5       12
        6   8    15

เวลาที่ใชในการเพิ่มขอมูลแตละตัวเขาใน tree ก็ไมเกิน O(log n)   สวนเวลาท่ีใชในการทํ า single
และ double rotation (แทนดวย  TL, TR, TLR, TRL) ก็ข้ึนอยูกับขนาดของ subtree  ซ่ึงสามารถคํ านวณได
จาก  n = 2h+1 – 1  โดย h เปนความสูงของ subtree ที่พิจารณา

B-Trees
B-tree ขนาด (order)  m  มีลักษณะโครงสรางดังตอไปนี้
• ! root จะเปน leaf หรือมีโหนดลูกไดระหวาง  2  ถึง  m
• ! nonleaf nodes (หรือเรียกวา interior nodes) ทั้งหมดจะมีโหนดลูกไดระหวาง  floor(m/2) ถึง m
• ! leaf nodes ท้ังหมดอยูท่ีระดับความลึกเดียวกัน
• ! ขอมูลจะเก็บไวใน leaves เทาน้ัน
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ตัวอยางท่ี 5   สราง B-tree ขนาด 4

23 25 64

12 19 37 55

        3        5          9 12     19           23

หลักการใส key และขอมูลลงใน interior nodes และ leaves มีดังนี้
เร่ิมใสคาลงในแตละ leaf node เรื่อยๆ  จนเม่ือเต็มโหนดก็จะ split ออกเปน 2 โหนด  โดยยกคา

แรกของ leaf node หลังขึ้นเปน key ตัวแรกของ interior node ในระดับท่ีสูงถัดไป  ในกรณีน้ี คือ 12  ทํ า
เชนน้ีกับระดับท่ีสูงข้ึนไปเร่ือยๆ   สังเกตวา คา pointer ทางซายของ key ตัวแรกใน root ช้ีไปยัง “กลุม” ของ
โหนดลูกท่ีนอยกวา key (ถาจะเปรียบเทียบกับ binary tree ก็เสมือน left subtree  < key)   pointer ทาง
ขวาก็จะมากกวา key  (แตก็จะมีคานอยกวา key ตัวถัดไป คือ 19)  ซึ่งถาพิจารณา interior node ในระดับ
ต่ํ าลงมา 1 ระดับ  จะเห็นวา 23 นอยกวา 37 จึงเปนกลุมโหนดลูกซึ่งถูกชี้โดย pointer ดานซายของ 37
(เสมือน left subtree เชนกัน)  การ split ของโหนดทั้งที่เปน leaf และ interior nodes จะเกิดข้ึนในลักษณะ
ดังกลาวเร่ือยไปจนกวาแตละโหนดจะเต็ม (ซ่ึงหมายถึงแตละโหนดมีคาเต็มทุกชอง  รวมทั้ง pointer ที่ชี้ไป
ยังโหนดอื่นดวย)  น่ันหมายความวา  ท่ี root ของ B-tree มีโหนดลูกไดถึง 4 โหนด (และ 3 keys)  แตละ
interior node มีโหนดลูก 4 โหนด (และ 3 keys) เชนกัน   สํ าหรับ B-tree ขนาด 4 ท่ีมีความสูง 2  จะมี
โหนดมากท่ีสุดถึง 21 โหนด  และบรรจุขอมูลไดทั้งสิ้น 48 ตัว   ในขณะที่ complete binary search tree
จะมีความสูงถึง floor(log 48) = 5   ดังน้ัน ความไดเปรียบในการสืบคนท่ีรวดเร็ว (เนื่องจากจ ํานวนการ
เปรียบเทียบคาของ key ในแตละระดับคือ 1 คร้ังเทากันใน tree ทั้งสองชนิด) ของ B-tree จึงทํ าใหไดรับ
ความนิยมในการประยุกตใชงานอยางกวางขวาง

เปนท่ีนาสังเกตวา B-tree จะไมสูงมากเหมือน binary tree   แมวาใน worst case ก็ตาม (worst
case ของ binary tree คือ n -1)  เพราะขอกํ าหนดหน่ึงของโครงสราง คือ แตละ interior node จะมีโหนด
ลูกระหวาง floor(m/2) ถึง m  โหนด   ทํ าให B-tree ไมมีสภาพสูงเอียงไปดานใดดานหน่ึงเชนเดียวกับ
binary tree  เพราะขอมูลจะกระจายไปยังโหนดในระดับเดียวกัน (ซึ่งจะมีจํ านวนมากกวา binary tree )
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กอนที่จะขยับสูงขึ้นสูระดับตอไป  น่ันหมายถึง B-tree  มักเริ่มตนจาก “ลาง-ขึ้น-บน” (bottom-up)  แทนท่ี
จะเปนแบบ “บน-ลง-ลาง” เชน binary tree

Implementation
ความเหมาะสมของ self-reference structures  ในลักษณะที่เปน dynamic memory allocation  เปนขอ
ไดเปรียบในการประยุกตใชงานของ trees ทุกชนิด   แตสํ าหรับงานขนาดเล็กท่ีใช binary tree เปนโครง
สรางหลักนั้น  อาจใช array แทน self-reference structure ได  แตมีขอแมวา binary tree  ตองมีขนาด
จํ ากัด (ถึงแมวา array จะสามารถ implement ในลักษณะ dynamic ก็จริง  แตก็มีความไมสะดวกบาง
ประการในการรองรับ binary tree ท่ีมีขนาดไมจํ ากัด)

Applications
Trees เปน nonlinear data structure ท่ีมีประโยชนใชสอยมาก  โดยเฉพาะ B-tree ท่ีมักใชในการทํ า
ดรรชนี (indexing) ของระบบแฟมขอมูลและฐานขอมูล  ระบบ directory systems ประเภทตางๆ  รวมทั้ง
การแทนนิพจนทางคณิตศาสตร  เปนตน
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