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1.1 อปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์
 
อปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบที ่1. 
 

สาํหรับจาํนวนนับ n ให้ P(n) แทนข้อความที่เกี่ยวข้องกบั n ซ่ึง
มีสมบตัต่ิอไปน้ี 
ถ้า   (1)  P(1) เป็นจริง 
    (2)  สาํหรับจาํนวนนับ k ใด ๆ  
        ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
แล้ว  P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n 
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ตวัอย่าง 1.1.1 จงพิสจูน์ว่า  
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วิธีทํา สาํหรับจาํนวนนับ n ให้ P(n) แทนข้อความ  
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(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 
   เพราะว่า 
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   เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง  
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
   ให้ k เป็นจาํนวนนับ สมมต ิP(k) เป็นจริง 
   เพราะฉะน้ัน 
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   แสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n    

บทที ่1 
ลาํดบัและอนุกรมของจํานวน 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

4

ตวัอย่าง 1.1.2  
จงพิสจูน์ว่า n5  – n2  หารด้วย 3 ลงตวั ทุกจาํนวนนับ n 
วิธีทํา ให้ P(n) แทนข้อความ n5  – n2  หารด้วย 3 ลงตวั 
(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 
   เพราะว่า 15  – 12  = 3 หารด้วย 3 ลงตวั 
   เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง  
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
   สมมต ิP(k) เป็นจริง 
   เพราะฉะน้ัน k5  – k2  หารด้วย 3 ลงตวั       ... (1) 
   1k5 +  – 1k2 +   = 5( k5 ) – 2( k2 ) 
           = (3 + 2)( k5 ) – 2( k2 ) 
           = 3( k5 ) + 2( k5 ) – 2( k2 ) 
           = 3( k5 ) + 2( k5  – k2 ) 
   เพราะว่า 3( k5 ) มี 3 เป็นตวัประกอบ  
   เพราะฉะน้ัน 3( k5 ) หารด้วย 3 ลงตวั 
   จาก (1) จะได้ว่า 2( k5  – k2 ) หารด้วย 3 ลงตวั 
   เพราะฉะน้ัน  
   1k5 +  – 1k2 +  = 3( k5 ) + 2( k5  – k2 ) หารด้วย 3 ลงตวั 
   แสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง  
โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n   
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ตวัอย่าง 1.1.3 จงพิสจูน์ว่า ทุกจาํนวนนับ n 
1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3

)2n)(1n(n ++   
วิธีทํา ให้ P(n) แทนข้อความ  
1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3

)2n)(1n(n ++  
(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 
   เพราะว่า 1⋅2 = 2 = 3

)21)(11)(1( ++   
   เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
   สมมต ิP(k) เป็นจริง  
   เพราะฉะน้ัน 
   1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + k(k + 1) = 3

)2k)(1k(k ++  
   1⋅2 + 2⋅3 + ... + k(k + 1) + (k + 1)(k + 2) 
      = 3

)2k)(1k(k ++  + (k + 1)(k + 2) 
      = (k + 1)(k + 2)( 3

k  + 1) 
      = 3

)3k)(2k)(1k( +++  
    เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์  
จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n             
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อปุนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบที ่2. 
 

สาํหรับจาํนวนนับ m ใด ๆ  
ให้ P(n) แทนข้อความที่เกี่ยวข้องกบัจาํนวนนับ n และ n ≥ m  
ถ้า    (1) P(m) เป็นจริง 
     (2) สาํหรับจาํนวนนับ k ใด ๆ ซ่ึง k ≥ m  
        ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
แล้ว   P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n และ n ≥ m 
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ตวัอย่าง 1.1.4 จงพิสจูน์ว่า n2  > 2n  ทุกจาํนวนนับ n ≥ 5 
วิธีทํา สาํหรับจาํนวนนับ n ใด ๆ ซ่ึง n ≥ 5  
ให้ P(n) แทนข้อความ n2  > 2n  
(1) การแสดงว่า P(5) เป็นจริง 
   เพราะว่า 52  = 32 > 25 = 25  เพราะฉะน้ัน P(5) เป็น
จริง 
(2) การแสดงว่า สาํหรับจาํนวนนับ k ≥ 5 
   ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
   ให้ k เป็นจาํนวนนับ และ k ≥ 5 สมมต ิP(k) เป็นจริง 
   เพราะฉะน้ัน k2  > 2k  
   เพราะฉะน้ัน 2( k2 ) > 2 2k  
   1k2 +    > 2k  + 2k  
       ≥ 2k  + 5k    (เพราะว่า k ≥ 5 ⇒ 2k  ≥ 5k) 
       = 2k  + 2k + 3k 
       > 2k  + 2k + 1 (เพราะว่า k ≥ 5 ⇒ 3k > 1) 
       = (k + 1)2 
   เพราะฉะน้ัน 1k2 +  > (k + 1)2 
   แสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์  
จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n ≥ 5          
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ตวัอย่าง 1.1.5 จงพิสจูน์ว่า 3n  ≤ n2  ทุกจาํนวนนับ n ≥ 10 
วิธีทํา สาํหรับจาํนวนนับ n ให้ P(n) แทนข้อความ 3n  ≤ n2  
(1) การแสดงว่า P(10) เป็นจริง 
   เพราะว่า 310  = 1000 ≤ 1024 = 102   
   เพราะฉะน้ัน P(10) เป็นจริง 
(2) การแสดงว่า สาํหรับจาํนวนนับ k ≥ 5 
   ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 
   ให้ k เป็นจาํนวนนับ k ≥ 10 สมมต ิP(k) เป็นจริง  
   เพราะฉะน้ัน 3k  ≤ k2  
   (k + 1)3 = 3k  + 3 2k  + 3k + 1 
      ≤ k2  + 3 2k  + 3k + 1 
      ≤ k2  + 3 2k  + 3 2k  + 3 2k   
       (เพราะว่า k ≥ 10 ⇒ 1 ≤ 3 2k , 3k ≤ 3 2k ) 
      = k2  + 9 2k  
      ≤ k2  + 3k  (เพราะว่า k ≥ 10 ⇒ 9 2k ≤ 3k ) 
      ≤ k2  + k2  = 1k2 +  
   เพราะฉะน้ัน (k + 1)3 ≤ 1k2 +  
   เพราะฉะน้ัน P(k + 1) เป็นจริง 
โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์  
จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n ≥ 10         
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1.2 ลาํดบัของจํานวนจริง 
บทนยิาม 1.2.1 ลาํดบัของจาํนวนจริงคือ  
ฟังกชั์นที่มีโดเมนเป็น N และมีค่าเป็นจาํนวนจริง 
 

ตวัอย่าง 
ให้ a เป็นฟังกชั์นซ่ึงมีค่า a(n) = 2n

n
+

 , n ∈ N 
เราจะได้ว่า a เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง 
 

ในกรณขีองฟังกชั์น a ที่เป็นลาํดบั  
เรานิยมเขยีนบอกค่า a(n) ด้วยสญัลักษณ ์ na  
เพราะฉะน้ันลาํดบั a จะเขยีนได้เป็น 
 a = {(1, 1a ) , (2, 2a ) , (3, 3a ) , ... , (n, na ) , ...} 
 

เพราะว่า na  ต้องคู่กบั n ในคู่อนัดบั (n, na )  
เพราะฉะน้ันเราจะเขยีนบอกถงึลาํดบั a ด้วยสญัลักษณ ์ 
        { 1a , 2a , 3a , ... , na , ...} 
หรือ       1a , 2a , 3a , ... , na , ... 
หรือ       { na } 
เช่น { 2n

n
+

} จะหมายถงึ  
ลาํดบั {(1, 3

1), (2, 2
1), (3, 5

3 ), ... , (n, 2n
n
+

), ...} 
สาํหรับลาํดบั { na } เราเรียก na  ว่า พจนที์ ่n ของลาํดบั  
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บทนยิาม 1.2.2  
ให้ { na } เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง และ L ∈ R  
เราจะกล่าวว่า L เป็น ลิมิต ของลาํดบั { na }  
กต่็อเม่ือ  
สาํหรับจาํนวนจริงบวก ε ใดๆ เราสามารถหา 0n  ∈ R ที่ทาํให้ 
 | na  – L | < ε ทุกๆ จาํนวนนับ n > 0n  
และจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์

∞→n
lim na  = L 

 

∞→n
lim na  = L  
กต่็อเม่ือ 
∀ε > 0 ∃ 0n  ∈ R ที่ทาํให้ (n > 0n  → | na  – L | < ε) 
 
หมายเหตุ  
บทนิยามของ 

∞→n
lim na  = L  

มีลักษณะเช่นเดยีวกบับทนิยามของ 
∞→x

lim f(x) = L 
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ทฤษฎีบท 1.2.1 ให้ t, r ∈ R เป็นค่าคงตวัใดๆ 
    1. 

∞→n
lim tn

1  = 0 เมื่อ t > 0 

    2. 
∞→n

lim nr  = 0 เมื่อ | r | < 1 
บทพสูิจน ์ 
1. กาํหนดให้ ε > 0 

เลือก 0n  = (
ε
1) t

1
 

ให้ n เป็นจาํนวนนับใดๆ สมมตว่ิา n > 0n  

เพราะฉะน้ัน      n  > (
ε
1) t

1
 

           tn   > 
ε
1  

           ε   > tn
1  

แสดงว่า  | tn
1  – 0 |   = tn

1  < ε 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim tn
1  = 0                   
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ตวัอย่าง 1.2.1  

∞→n
lim n

1  = 0 ,         
∞→n

lim
nn

1  = 0 

∞→n
lim ( 3

2)n  = 0 ,       
∞→n

lim (– 4
3)n  = 0 

 
การแสดงว่า 

∞→n
lim na  = ∞  

ถ้า  1. 
∞→n

lim
na
1  = 0 

   2. ∃ 0n  ที่ทาํให้ na  > 0 ทุกค่า n > 0n  
แล้ว 

∞→n
lim na  = ∞  

 
การแสดงว่า 

∞→n
lim na  = –∞ 

ถ้า  1. 
∞→n

lim
na
1  = 0 

   2. ∃ 0n  ที่ทาํให้ na  < 0 ทุกค่า n > 0n  
แล้ว 

∞→n
lim na  = –∞  
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ตวัอย่าง 1.2.2 จงแสดงว่า 
∞→n

lim 2n  = ∞ 
วิธีทํา ให้ na  = 2n  จะเหน็ว่า 

∞→n
lim

na
1  = 

∞→n
lim 2n

1  = 0  

และ        na  = 2n  > 0            ทุก n ∈ N 
เพราะฉะน้ัน       

∞→n
lim na  = ∞ 

เพราะฉะน้ัน       
∞→n

lim 2n  = ∞              
 

ขอ้สงัเกต จากทฤษฎบีท 1.2.1 จะได้ว่า 
     1. 

∞→n
lim tn  = ∞ เมื่อ t > 0 

     2. 
∞→n

lim nr  = ∞ เมื่อ r > 1 
 

หมายเหตุ  
ในกรณทีี่ 

∞→n
lim na  = ∞ หรือ –∞ เราถอืว่า { na } ไม่มีลิมิต 
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ทฤษฎีบท 1.2.2 ให้ { na }, { nb }, { nc }  
เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง และ L, M, k ∈ R  
โดยที่ 

∞→n
lim na  = L และ 

∞→n
lim nb  = M  

จะได้ว่า 
 1. 

∞→n
lim k = k              เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 

 2. 
∞→n

lim k na  = k
∞→n

lim na  = kL     เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 
 3. 

∞→n
lim ( na  + nb ) = 

∞→n
lim na  + 

∞→n
lim nb  = L + M 

 4. 
∞→n

lim ( na  – nb ) = 
∞→n

lim na  – 
∞→n

lim nb  = L – M 
 5. 

∞→n
lim ( na nb ) = (

∞→n
lim na )(

∞→n
lim nb ) = LM 

 6. 
∞→n

lim (
n
n

b
a ) = 

nn

nn
blim

alim

∞→

∞→  = M
L      เมื่อ M ≠ 0 

 7. 
∞→n

lim m na  = m nn
alim

∞→
 = m L   

   เมื่อ m L  ∈ R, m ∈ N – {1}  
 8. ถ้า  มี 0n  ∈ N  
      ซ่ึง na  ≤ nc  ≤ nb  ทุก n ≥ 0n  และ L = M  
   แล้ว 

∞→n
lim nc  = L 
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บทพสูิจน ์
3. กาํหนดให้ ε > 0 
เพราะว่า 

∞→n
lim na  = L และ 

∞→n
lim nb  = M  

เพราะฉะน้ัน จะมี 1n , 2n  ∈ R ซ่ึง 
       | na  – L | < 2

ε      ทุกๆ จาํนวนนับ n > 1n  
และ     | nb  – M | < 2

ε      ทุกๆ จาํนวนนับ n > 2n  
เลือก 0n  = | 1n  | + | 2n  |  
ให้ n เป็นจาํนวนนับ ซ่ึง n > 0n   
เพราะฉะน้ัน n > 1n  และ n > 2n  
ซ่ึงจะได้ว่า | na  – L | < 2

ε  และ | nb  – M | < 2
ε  

แสดงว่า  
| ( na  + nb ) – (L + M) |   = | ( na  – L) + ( nb  – M) |  
                ≤ | na  – L | + | nb  – M |  
                < 2

ε  + 2
ε   

                = ε 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim ( na  + nb ) = L + M            
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ตวัอย่าง 1.2.3.1 จงหา 
∞→n

lim
3 3

2

1nn
1n9
++

+  

วิธีทํา 
∞→n

lim 3 3

2

1nn
1n9
++
+   

         = 
∞→n

lim
)

n
111(n

)
n
19 (n

3 3

2

++

+
 

         = 
∞→n

lim
3 3

2

n
111

n
19

++

+
 

         = 3 011
09
++

+  

         = 2
3                      
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ตวัอย่าง 1.2.3.2 จงหาค่า 
∞→n

lim (n – n ) 
วิธีทํา เพราะว่า  

    
∞→n

lim
nn

1
−

 = 
∞→n

lim

n
11

n
1

−
 

           = 01
0
−

  
           = 0  
และ     n – n   = n ( n  – 1) > 0 ทุกจาํนวนนับ n > 1 
เพราะฉะน้ัน  
  

∞→n
lim (n – n ) = ∞                   
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ตวัอย่าง 1.2.3.3 จงหาค่า 
∞→n

lim
nn
n cos  

วิธีทํา 
เพราะว่า       –1 ≤ cos n ≤ 1        ทุก n ∈ N 
เพราะฉะน้ัน        

nn
1−  ≤ 

nn
n cos  ≤ 

nn
1       ทุก n 

∈ N 
และ          

∞→n
lim

nn
1−    = 0  

           
∞→n

lim
nn

1    = 0 

เพราะฉะน้ัน     
∞→n

lim
nn
n cos   = 0             
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บทนยิาม 1.2.3 ให้ { na } เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง  
เราจะกล่าวว่า { na } เป็น ลาํดบัลู่เขา้  
กต่็อเม่ือ  
มีจาํนวนจริง L ซ่ึง 

∞→n
lim na  = L  

และ  
{ na } เป็น ลาํดบัลู่ออก กต่็อเม่ือ { na } ไม่เป็นลาํดบัลู่เข้า 
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ตวัอย่าง 1.2.4.1 { 1nn2 −+  – n} ลู่เข้าหรือลู่ออก 
วิธีทํา 

∞→n
lim ( 1nn2 −+  – n)  

       = 
∞→n

lim
n1nn

)n1nn)(n1nn(
2

22

+−+

+−+−−+  

       = 
∞→n

lim
n1nn

n)1nn(
2

22

+−+

−−+  

       = 
∞→n

lim
n1nn

1n
2 +−+

−  

       = 
∞→n

lim
1

n
1

n
11

n
11

2 +−+

−
 

       = 2
1  

เพราะฉะน้ัน { 1nn2 −+  – n} เป็นลาํดบัลู่เข้า       
 
ตวัอย่าง 1.2.4.2 { nn

nn

3
2

π−
π+ } ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา  
∞→n

lim nn
nn

3
2

π−
π+   = 

∞→n
lim

1)3(

1)2(
n

n

−
π

+
π  

             = 10
10

−
+   

             = –1 
เพราะฉะน้ัน { nn

nn

3
2

π−
π+ } เป็นลาํดบัลู่เข้า            
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ตวัอย่าง 1.2.4.3 ลาํดบั {
1n

)1n(
8

5

+

+ } ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา ให้ na  = 
1n

)1n(
8

5

+

+  

1.      
∞→n

lim
na
1   = 

∞→n
lim 5

8

)1n(
1n

+
+  

            = 
∞→n

lim
55

8
4

)n
11(n
n
11n

+

+
 

            = 
∞→n

lim ( n
1 )(

5

8

)n
11(
n
11

+

+
) 

            = (0)(1)  
            = 0 
2.         na  = 

1n
)1n(

8

5

+

+  > 0        ทุก n ∈ N 

แสดงว่า    
∞→n

lim na  = ∞ 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim
1n

)1n(
8

5

+

+  = ∞  

เพราะฉะน้ัน {
1n

)1n(
8

5

+

+ } เป็นลาํดบัลู่ออก            
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เพราะว่า    
∞→n

lim na  = L, ∞ หรือ –∞  

และ       
∞→x

lim f(x) = L, ∞ หรือ –∞  
มีลักษณะคล้ายกนัตามลาํดบั  
 
การหา 

∞→n
lim na  โดยพจิารณาจาก 

∞→x
lim f(x) 

 
1. สร้างฟังกชั์นเลียนแบบ 
  กาํหนด f(x) เป็นฟังกชั์นค่าจริงที่กาํหนดบนช่วง [1, ∞)  
  มีสมบตั ิf(n) = na  ทุกค่า n 
2. หา 

∞→x
lim f(x) 

3. ถ้า 
∞→x

lim f(x) = L, ∞ หรือ –∞  
  แล้ว 

∞→n
lim na  = 

∞→x
lim f(x)  
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ตวัอย่าง 1.2.5.1 จงพิจารณาว่า { n
2

2
n } ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ f(x)   = x

2

2
x                  เมื่อ x ≥ 1 

∞→x
lim f(x)  = 

∞→x
lim x

2

2
x               (I.F. 

∞
∞ ) 

      = 
∞→x

lim
2n 2

x2
x             (I.F. 

∞
∞ ) 

      = 
∞→x

lim 2x )2 n(2
2           (โลปิตาล) 

      = 0 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim n

2

2
n  = 0  

แสดงว่า { n
2

2
n } เป็นลาํดบัลู่เข้า                
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ตวัอย่าง 1.2.5.2 จงพิจารณาว่า { n
1

n } ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา  ให้ f(x) = x
1

x         เมื่อ x ≥ 1 

   n f(x)   = x
x n  

 
∞→x

lim n f(x)   = 
∞→x

lim x
x n         (I.F. 

∞
∞ ) 

         = 
∞→x

lim 1
x
1

          (โดยกฎโลปิตาล) 
         = 0 
เพราะฉะน้ัน 

∞→x
lim f(x) = 0e  = 1 

เราจะได้ว่า 
∞→n

lim n
1

n  = 1 แสดงว่า { n
1

n } เป็นลาํดบัลู่เข้า    
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ขอ้สงัเกต  
ในตวัอย่าง 1.2.5  
เราไม่สามารถใช้กฎของโลปิตาลโดยตรงกบัลาํดบัได้  
เพราะลาํดบัเป็นฟังกชั์นที่ไม่ต่อเน่ืองและไม่มอีนุพันธ ์
 
บทนยิาม 1.2.4  
ให้ { kn } เป็นลาํดบัของจาํนวนนับ ซ่ึง 1n  < 2n  < 3n  < ... 
สาํหรับ ลาํดบั { na } ใดๆ  
ถ้า    kb  = 

kna  ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... 
แล้ว   { kb } เป็นลาํดบั 
    ที่มีพจน์ที่ k เป็นพจน์ที่ kn  ของลาํดบั { na }  
เราเรียกลาํดบั { kb } ว่า ลาํดบัย่อย ของ { na } 
 

ทฤษฎีบท 1.2.3 
ถ้า    ลาํดบั { na } มีลิมติเป็นจาํนวนจริง L  
แล้ว   ทุกลาํดบัย่อยของ { na } มีลิมิตเป็น L  
 

หมายเหตุ  
1. ถ้า    ลาํดบั { na } มีลาํดบัย่อยที่ลู่ออก  
  แล้ว   { na } เป็นลาํดบัลู่ออก 
2. ถ้า    ลาํดบั { na } มีลาํดบัย่อยสองลาํดบัซ่ึงมีลิมิตต่างกนั  
  แล้ว   { na } เป็นลาํดบัลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.2.6 จงแสดงว่า { 1n
n)1( n

+
− } เป็นลาํดบัลู่ออก 

วิธีทํา ให้   na  = 1n
n)1( n

+
−               เมื่อ n ∈ N 

ให้      kb    = k2a  

         = 1k2
k2)1( k2

+
−  

         = 1k2
k2
+

               เมื่อ k ∈ N 
จะได้  

∞→k
lim kb   = 

∞→k
lim 1k2

k2
+

  
         = 

∞→k
lim

k2
11

1
+

  

         = 1 
ให้       kc  = 1k2a −  

         = 1)1k2(
)1k2()1( 1k2

+−
−− −

 

         = k2
)1k2( −−  

        = –1 + k2
1               เมื่อ k ∈ N 

จะได้ 
∞→k

lim kc   = 
∞→k

lim (–1 + k2
1 ) = –1 

เพราะว่า    { kb } เป็นลาํดบัย่อยของ { na } มีลิมติเป็น 1 
    และ { kc } เป็นลาํดบัย่อยของ { na } มีลิมิตเป็น –1 

เพราะฉะน้ัน { na } = { 1n
n)1( n

+
− } เป็นลาํดบัลู่ออก        
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บทนยิาม 1.2.5 ให้ { na } เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง  
เรากล่าวว่า { na } มีขอบเขต  
กต่็อเม่ือ มีจาํนวนจริงบวก M ซ่ึง | na  | ≤ M ทุก n ∈ N 
 

บทนยิาม 1.2.6 ให้ { na } เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง  
เรากล่าวว่า { na } เป็น 
  1. ลาํดบัเพิม่    กต่็อเม่ือ   na  < 1na +  ทุก n ∈ N 
  2. ลาํดบัลด     กต่็อเม่ือ   na  > 1na +  ทุก n ∈ N 
  3. ลาํดบัไม่เพิม่   กต่็อเม่ือ   na  ≥ 1na +  ทุก n ∈ N 
  4. ลาํดบัไม่ลด    กต่็อเม่ือ   na  ≤ 1na +  ทุก n ∈ N 
 

หมายเหตุ 
1. ลาํดบัเพ่ิม เป็น ลาํดบัไม่ลด 
2. ลาํดบัลด เป็น ลาํดบัไม่เพ่ิม 
 

บทนยิาม 1.2.7  
{ na } เป็นลาํดบัทางเดยีว  
กต่็อเม่ือ { na } เป็นลาํดบัไม่เพ่ิม หรือ เป็นลาํดบัไม่ลด 
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ทฤษฎีบท 1.2.4  
ถ้า { na } เป็นลาํดบัลู่เข้า แล้ว { na } มีขอบเขต 
 

จากทฤษฎีบท 1.2.4 จะไดว่้า  
ถา้   { na } เป็นลาํดบัทีไ่ม่มีขอบเขต 
แลว้  { na } เป็นลาํดบัลู่ออก  
 

ตวัอย่างเช่น {n} เป็นลาํดบัที่ไม่มีขอบเขต  
เพราะฉะน้ัน {n} เป็นลาํดบัลู่ออก 
 

หมายเหตุ บทกลับของทฤษฎบีท 1.2.4 ไม่เป็นจริง  
กล่าวคอื ลาํดบัที่มีขอบเขต  
อาจจะเป็นลาํดบัลู่ออกกไ็ด้  

ตวัอย่างเช่น ลาํดบั { 1n
n)1( n

+
− }  

เพราะว่า      | 1n
n)1( n

+
−  | = 1n

n
+

 ≤ 1     ทุก n ∈ N  

เพราะฉะน้ัน    { 1n
n)1( n

+
− } เป็นลาํดบัมีขอบเขต 

แต่        { 1n
n)1( n

+
− } เป็นลาํดบัลู่ออก (ตัวอย่าง 1.2.6) 
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ทฤษฎีบท 1.2.5  
ถ้า   { na } มีขอบเขต และ เป็นลาํดบัทางเดยีว  
แล้ว  { na } เป็นลาํดบัลู่เข้า 
 

ตวัอย่าง 1.2.7 จงแสดงว่า { !n
2n } เป็นลาํดบัลู่เข้า 

วิธีทํา ให้       na   = !n
2n              ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน    1na +   = )!1n(
2 1n

+
+  

พิจารณา 1na +  – na   = )!1n(
2 1n

+
+  – !n

2n  = !n
2n ( 1n

2
+

 – 1) 

            = !n
2n ( 1n

1n2
+
−− ) 

            = )!1n(
)n1(2n

+
−  ≤ 0       ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน       1na +   ≤ na           ทุก n ∈ N 
เพราะฉะน้ัน { na } = { !n

2n } เป็นลาํดบัไม่เพ่ิม       ... (1) 
เพราะว่า na   > 0 ทุก n ∈ N และ 1a  ≥ 2a  ≥ 3a  ≥ ... 
เพราะฉะน้ัน | na  | = na  ≤ 1a  = 2         ทุก n ∈ N 
แสดงว่า | !n

2n  | ≤ 2                 ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน { !n
2n } มีขอบเขต               ... (2) 

จาก (1) และ (2) สรปุได้ว่า { !n
2n } เป็นลาํดบัลู่เข้า       
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หลกัการเปรียบเทียบค่าทีส่าํคญั 
ทุก n ∈ N 
1. ถ้า 

n
1n

a
a +  ≤ 1 และ na  > 0 แล้ว 1na +  ≤ na  

2. ถ้า 1na +  – na  ≤ 0 แล้ว 1na +  ≤ na  
 
จากตวัอย่าง 1.2.7  
เราอาจจะแสดงว่า       1na +  ≤ na       ทุก n ∈ N  
ได้อกีวิธหีน่ึงดงัน้ี จากตวัอย่าง 1.2.7  
เพราะว่า     

n
1n

a
a +   = )!1n(

2 1n

+
+

n2
!n   

            = 1n
2
+

  
            ≤ 1              ทุก n ∈ N 
และ na  > 0 ทุก n ∈ N 
เพราะฉะน้ัน    1na +   ≤ na              ทุก n ∈ N 
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1.3 ลาํดบัของจํานวนเชิงซอ้น 
บทนยิาม 1.3.1 ลาํดบัของจาํนวนเชิงซ้อน คือ  
ฟังกชั์นที่มีโดเมนเป็น N และ มีค่าเป็นจาํนวนเชิงซ้อน 
บทนยิาม 1.3.2  
ให้ { nz } เป็นลาํดบัของจาํนวนเชิงซ้อน และ z ∈ C  
เรากล่าวว่า z เป็น ลิมิต ของลาํดบั { nz }  
กต่็อเม่ือ สาํหรับจาํนวนจริงบวก ε ใด ๆ  
เราสามารถหา 0n  ∈ R ที่ทาํให้ 
 | nz  – z | < ε ทุก ๆ จาํนวนนับ n > 0n  
และเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์

∞→n
lim nz  = z 

∞→n
lim nz  = z 
กต่็อเม่ือ 
∀ε > 0 ∃ 0n  ∈ R ที่ทาํให้ (n > 0n  → |  nz  – z | < ε) 
บทนยิาม 1.3.3  
ให้ { nz } เป็นลาํดบัของจาํนวนเชิงซ้อน  
เราจะกล่าวว่า  
{ nz } เป็น ลาํดบัลู่เขา้ กต่็อเม่ือ { nz } มีลิมติเป็นจาํนวน
เชิงซ้อน และจะกล่าวว่า { nz } เป็น ลาํดบัลู่ออก กต่็อเม่ือ { nz } 
ไม่เป็นลาํดบัลู่เข้า 
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ทฤษฎีบท 1.3.1 ให้ nz = nx  + i ny  และ z = x + iy  
โดยที่ nz , z ∈ C และ nx , ny , x, y ∈ R 
จะได้ว่า  

∞→n
lim nz  = z กต่็อเม่ือ 

∞→n
lim nx  = x และ 

∞→n
lim ny  = y 

หมายเหตุ  
จากทฤษฎบีท 1.3.1 เราอาจกล่าวได้ว่า  
1. { nz } เป็นลาํดบัลู่เข้า  
  กต่็อเม่ือ { nx } และ { ny } เป็นลาํดบัลู่เข้า 
 

2. ในกรณทีี่ { nz } เป็นลาํดบัลู่เข้า  
  จะได้ว่า 

∞→n
lim nz  = 

∞→n
lim nx  + i

∞→n
lim ny  
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ตวัอย่าง 1.3.1.1 จงพิจารณาว่า { 2n
n2
+

+ i n
1

n } ลู่เข้าหรือลู่ออก 

 1. { 2n
n2
+

 + i n
1

n } 2. {n + n
i } 

 3. { in1
n
−

} 4. { ni } 
วิธีทํา 
เพราะว่า     

∞→n
lim 2n

n2
+

 = 
∞→n

lim
n
21

2
+

 = 2  

และ        
∞→n

lim n
1

n  = 1      (ตวัอย่าง 1.2.5 ข้อ 2.) 

เพราะฉะน้ัน     
∞→n

lim ( 2n
n2
+

 + i n
1

n ) = 2 + i  

แสดงว่า { 2n
n2
+

 + i n
1

n } เป็นลาํดบัลู่เข้า            
 
ตวัอย่าง 1.3.1.2 จงพิจารณาว่า {n + n

i } ลู่เข้าหรือลู่ออก 
วิธีทํา 
เพราะว่า     

∞→n
lim n = ∞ 

เพราะฉะน้ัน       
∞→n

lim n ไม่มีค่า 
เราจึงสรปุได้ว่า {n + n

i } ไม่มีลิมิต 
แสดงว่า {n + n

i } เป็นลาํดบัลู่ออก              
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ตวัอย่าง 1.3.1.3 จงพิจารณาว่า { in1
n
−

} ลู่เข้าหรือลู่ออก 
วิธีทํา  เพราะว่า in1

n
−

  = ( in1
n
−

)( in1
in1

+
+ ) 

               = 2
2

n1
inn

+
+  

               = 2n1
n
+

 + 2
2

n1
in
+

 

และ 
∞→n

lim 2n1
n
+

 = 
∞→n

lim
1

n
1

n
1

2 +
 = 0  

และ 
∞→n

lim 2
2

n1
n
+

 = 
∞→n

lim
1

n
1

1

2 +
 = 1 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim in1
n
−

 = 0 + i = i  

แสดงว่า { in1
n
−

} เป็นลาํดบัลู่เข้า               
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ตวัอย่าง 1.3.1.4 จงพิจารณาว่า { ni } ลู่เข้าหรือลู่ออก 
วิธีทํา 
เขยีน ni  = nx  + i ny  โดยที่ nx , ny  ∈ R 
พิจารณาลาํดบั { nx }  
ให้ kb  = k4x  
เพราะว่า k4i  = ( 4i )k  = (1)k  = 1 เพราะฉะน้ัน kb  = 1 
เพราะฉะน้ัน 

∞→k
lim kb  = 1 

ให้ kc  = 2k4x +  
เพราะว่า 2k4i +  = k4i 2i  = (1)(–1) = –1  
เพราะฉะน้ัน kc  = –1 
เพราะฉะน้ัน 

∞→k
lim kc  = –1 

แสดงว่า { kb }, { kc } เป็นลาํดบัย่อยของ { nx } ที่มีลิมิตต่างกนั  
เพราะฉะน้ัน { nx } เป็นลาํดบัลู่ออก 
แสดงว่า { ni } เป็นลาํดบัลู่ออก                 
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ทฤษฎีบท 1.3.2  
ให้ { nz } เป็นลาํดบัของจาํนวนเชิงซ้อน และ z ∈ C 
 1. ถ้า 

∞→n
lim nz  = z แล้ว 

∞→n
lim | nz  | = | z |  

 2. 
∞→n

lim nz  = 0 กต่็อเม่ือ 
∞→n

lim | nz  | = 0 
บทพสูิจน ์ 
1. สมมตว่ิา 

∞→n
lim nz  = z 

เขยีน nz  = nx  + i ny  และ z = x + i y  
โดยที่ nx , ny , x, y ∈ R 
จากทฤษฎบีท 1.3.1  
จะได้ 

∞→n
lim  nx  = x และ 

∞→n
lim ny  = y 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim | nz  |   = 
∞→n

lim 2
n

2
n yx +  

            = 22 yx +  
            = | z |                   
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หมายเหตุ  
1. บทกลับของทฤษฎบีท 1.3.2 ข้อ 1. ไม่เป็นจริง  
  เช่น ให้ nz  = ni  จะเหน็ว่า 
  

∞→n
lim | nz  | = 1 แต่ { nz } ไม่มีลิมิต  

                     (ตวัอย่าง 1.3.1 ข้อ 4.) 
 
2. จากทฤษฎบีท 1.3.2 ข้อ 1. จะได้ว่า  
 ถ้า 

∞→n
lim | nz  | ไม่มีค่า แล้ว 

∞→n
lim nz  ไม่มีค่า 
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ตวัอย่าง 1.3.2 จงหาลิมิตต่อไปน้ี 
 1. 

∞→n
lim (3 + 4i)n           2. 

∞→n
lim n

in  
วิธีทํา 
1. พิจารณา 

∞→n
lim | (3 + 4i)n  |   = 

∞→n
lim | 3 + 4i |n  

                    = 
∞→n

lim n5  

                    = ∞ 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim | (3 + 4i)n  | ไม่มีค่า 

แสดงว่า 
∞→n

lim (3 + 4i)n  ไม่มีค่า 
 

2. พิจารณา 
∞→n

lim | n
in  |   = 

∞→n
lim n

i ||
n  

               = 
∞→n

lim n
1  

               = 0 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim n

in  = 0                  
 

ขอ้สงัเกต ในกรณทีี่ 
∞→n

lim | nz  | = L เมื่อ L ∈ R – {0}  
เราไม่สามารถสรปุได้ว่า 

∞→n
lim nz  มีค่าหรือไม่ 
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ทฤษฎีบท 1.3.3  
ให้ { nz }, { nw } เป็นลาํดบัของจาํนวนเชิงซ้อน  
และ z, w, k ∈ C ซ่ึง 

∞→n
lim nz  = z และ 

∞→n
lim nw  = w  

จะได้ว่า 
 1.  

∞→n
lim k = k            เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 

 2. 
∞→n

lim k nz  = kz          เมื่อ k เป็นค่าคงตวั 
 3. 

∞→n
lim ( nz  + nw ) = z + w 

 4. 
∞→n

lim ( nz  – nw ) = z – w 
 5. 

∞→n
lim ( nz nw ) = zw 

 6. 
∞→n

lim (
n
n

w
z ) = w

z          เมื่อ w ≠ 0 
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ตวัอย่าง 1.3.3 จงหาลิมิตต่อไปน้ี 

 1. 
∞→n

lim
i24
i23

nn
n2n

−
+         2. 

∞→n
lim 3

4

)in)(ni21(
)ni21(
++

−  

วิธีทํา 

1.   
∞→n

lim
i24
i23

nn
n2n

−
−     = 

∞→n
lim

i)4
2(1

i)4
3(

n

n

−

−
 

              = i01
i0

−
−  

              = –i  
 

2. 
∞→n

lim 3

4

)in)(ni21(
)ni21(
++

−   = 
∞→n

lim
3

4

4
4

)in)(ni21(
n
1

)ni21(
n
1

++

−
 

              = 
∞→n

lim
3

3

4
4

)in(
n
1)ni21(n

1

)ni21(
n
1

++

−
 

              = 
∞→n

lim
3

4

)n
i1)(i2n

1(

)i2n
1(

++

−
 

              = 3

4

)i01)(i20(
)i20(
++

−  

              = i2
16  

              = –8 i              
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1.4 อนุกรมของจํานวนจริง 
บทนยิาม 1.4.1 ให้ { na } เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง และ 
 1S  = 1a  
 2S  = 1a  + 2a  
 3S  = 1a  + 2a  + 3a  
 : 

 nS  = 1a  + 2a  + 3a  + ... + na  = ∑
=

n

1 k 
ka  

เราเรียก nS  ว่า ผลบวกย่อย ของ n พจน์แรกของ { na }  
และเรียก { nS } ว่า อนุกรมอนนัตข์องจํานวนจริง  

แทนด้วยสญัลักษณ ์ ∑
∞

=1 n 
na   

หรือ 1a  + 2a  + 3a  + ... + na  + ... 
 

บทนยิาม 1.4.2 ถ้า { nS } เป็นลาํดบัลู่เข้า ซ่ึง 
∞→n

lim nS  = S  

เมื่อ S ∈ R เราจะกล่าวว่าอนุกรม ∑
∞

=1 n 
na  เป็น อนุกรมลู่เขา้  

และเรียก S ว่า ผลบวกของอนุกรม  

ซ่ึงจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ ∑
∞

=1 n 
na  = S  

ถ้า  { nS } เป็นลาํดบัลู่ออก  

แล้ว เราจะกล่าวว่าอนุกรม ∑
∞

=1 n 
na  เป็น อนุกรมลู่ออก 
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หมายเหตุ 
1.  การเขยีนสญัลักษณแ์ทนอนุกรมน้ัน เราอาจจะเร่ิมด้วยค่า  
   n ที่ไม่ใช่ 1 กไ็ด้ 

   เช่น ∑
∞

= 3  n
na  ซ่ึงหมายถงึ 3a  + 4a  + 5a  + ... 

2.  ในกรณทีี่ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

   เราจะใช้สญัลักษณ ์ ∑
∞

=1 n 
na  แทนค่าผลบวกของอนุกรม 

ทฤษฎีบท 1.4.1 ให้ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง  

และ m ∈ N จะได้ว่า 

1. ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า กต่็อเม่ือ  

  ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

2. ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออก กต่็อเม่ือ  

  ∑
∞

= m  n
na  เป็นอนุกรมลู่ออก 

และในกรณทีี่ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

จะได้ว่า    ∑
∞

= m  n
na  = ∑

∞

=1 n 
na  – ∑

−

=

1m

1  n
na  
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ตวัอย่าง 1.4.1   1. ∑
∞

=1 n )2n(n
1
+

 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 1. ให้ na  = )2n(n
1
+

 = 2
1( n

1  – 2n
1
+

) 
 1a  = 2

1(1 – 3
1)    ได้ 1S  = 2

1(1 + 2
1  – 2

1  – 3
1) 

 2a  = 2
1( 2

1  – 4
1)    ได้ 2S  = 2

1(1 + 2
1  – 3

1  – 4
1) 

 3a  = 2
1(3

1  – 5
1 )    ได้ 3S  = 2

1(1 + 2
1  – 4

1  – 5
1 ) 

 4a  = 2
1( 4

1  – 6
1)    ได้ 4S  = 2

1(1 + 2
1  – 5

1  – 6
1 ) 

 5a  = 2
1(5

1  – 7
1)    ได้ 5S  = 2

1(1 + 2
1  – 6

1  – 7
1) 

โดยการพิสจูน์ด้วยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์จะได้ว่า  
         nS  = 2

1(1 + 2
1  – 1n

1
+

 – 2n
1
+

) 
จะเหน็ว่า     

∞→n
lim nS  = 2

1( 2
3) = 4

3   

แสดงว่า      ∑
∞

=1 n )2n(n
1
+

     เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ        ∑
∞

=1 n )2n(n
1
+

 = 4
3               
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ตวัอย่าง 1.4.1  2. ∑
∞

=1 n 
n( 1n

n
+

) ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา2. ให้ na  = n( 1n
n
+

) 
จะได้ว่า nS  = 1a  + 2a  + 3a  + ... + na  

 = n(2
1) + n( 3

2) + n( 4
3) + ... + n( 1n

n
+

) 

 = n[(2
1)(3

2)( 4
3) ... ( 1n

n
+

)] 

 = n(
1n

1
+

) (สามารถพิสจูน์ด้วยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์) 

 = – n(n + 1) 

เพราะว่า       
∞→n

lim nS  = 
∞→n

lim – n(n + 1) = –∞  

เพราะฉะน้ัน     ∑
∞

=1 n 
n( 1n

n
+

)    เป็นอนุกรมลู่ออก   
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ตวัอย่าง 1.4.1   3. ∑
∞

=1 n )2n)(1n(n
1

++
 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา3. ให้  
na  = )2n)(1n(n

1
++

 = 2
1( )1n(n

1
+

 – )2n)(1n(
1

++
) 

เพราะว่า   1a  = 2
1( 21

1
⋅

 – 32
1
⋅

)   ได้ 1S  = 2
1( 21

1
⋅

 – 32
1
⋅

) 
      2a  = 2

1( 32
1
⋅

 – 43
1
⋅

)   ได้ 2S  = 2
1( 21

1
⋅

 – 43
1
⋅

) 
      3a  = 2

1( 43
1
⋅

 – 54
1
⋅

)   ได้ 3S  = 2
1( 21

1
⋅

 – 54
1
⋅

) 
      4a  = 

2
1(

54
1
⋅

 – 
65

1
⋅

)  ได้ 4S  = 
2
1(

21
1
⋅

 – 
65

1
⋅

 ) 
โดยการพิสจูน์ด้วยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ 
จะได้ว่า      nS  = 2

1( 21
1
⋅

 – )2n)(1n(
1

++
) 

เพราะว่า      
∞→n

lim nS  = 2
1( 21

1
⋅

) = 4
1  

แสดงว่า      ∑
∞

=1 n )2n)(1n(n
1

++
 เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ        ∑
∞

=1 n )2n)(1n(n
1

++
 = 4

1            
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ทฤษฎีบท 1.4.2 ถ้า ∑
∞

=1 n 
na เป็นอนุกรมลู่เข้า แล้ว 

∞→n
lim na  = 0 

บทพสูิจน ์เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน จะมี S ∈ R ซ่ึง 
∞→n

lim nS  = S 

กาํหนดให้ ε > 0   เพราะฉะน้ันจะมี 1n  ∈ R  
ซ่ึง | nS  – S | < 2

ε  ทุก ๆ จาํนวนนับ n > 1n  
เลือก 0n  = | 1n  | + 1 
ให้ n เป็นจาํนวนนับใด ๆ ซ่ึง n > 0n  
เพราะฉะน้ัน n > 1n  และ n – 1 > 1n   
จะได้ว่า | nS  – S | < 2

ε  และ | 1nS −  – S | < 2
ε  

แสดงว่า | na  – 0 |   = | na  |  
 = | ( 1a  + 2a  + ... + 1na −  + na ) – ( 1a  + 2a  + ... + 1na − ) |  
 = | nS  – 1nS −  |  
 = | ( nS  – S) + (S – 1nS − ) |  
 ≤ | nS  – S | + | 1nS −  – S |  
 < 2

ε  + 2
ε  

 = ε 
เพราะฉะน้ัน สรปุได้ว่า 

∞→n
lim na  = 0             
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หมายเหตุ  
บทกลับของทฤษฎบีท 1.4.2 ไม่เป็นจริง  
กล่าวคอื  
ถ้า   

∞→n
lim na  = 0  

แล้ว  ∑
∞

=1 n 
na  อาจจะเป็นอนุกรมลู่ออกกไ็ด้  

 
ตวัอย่าง 

∞→n
lim n( 1n

n
+

) = 0  

แต่ ∑
∞

=1 n 
n( 1n

n
+

) เป็นอนุกรมลู่ออก (ตัวอย่าง 1.4.1 ข้อ 2.)  

เพราะฉะน้ัน ในกรณทีี่ 
∞→n

lim na  = 0  

เราจึงไม่สามารถสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 
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ทฤษฎีบท 1.4.3 (การทดสอบอนุกรมลู่ออก โดยพจนที์ ่n) 

 ถ้า 
∞→n

lim na  ≠ 0 แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออก 

 
ตวัอย่าง 1.4.2 จงแสดงว่าอนุกรมต่อไปน้ีเป็นอนุกรมลู่ออก 

 1. ∑
∞

=1 n 1n
n
+

         2. ∑
∞

=1 n 
n 

วิธีทํา  
1. เพราะว่า 

∞→n
lim 1n

n
+

 = 
∞→n

lim
n
11

1
+

 = 1 ≠ 0 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 1n
n
+

 เป็นอนุกรมลู่ออก 

 
2. เพราะว่า 

∞→n
lim n = ∞ 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim n ≠ 0 

แสดงว่า ∑
∞

=1 n 
n เป็นอนุกรมลู่ออก               
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บทนยิาม 1.4.3  
อนุกรมเรขาคณิต คือ อนุกรมที่เขยีนได้ในรปู  

 ∑
∞

=1 n 
a 1nr −  = a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  + ... 

 
ทฤษฎีบท 1.4.4  

อนุกรมเรขาคณติ ∑
∞

=1 n 
a 1nr −  เมื่อ a ≠ 0  

จะเป็นอนุกรมลู่เข้า เมื่อ | r | < 1 
โดยมีผลบวกของอนุกรมเป็น r1

a
−

  
และ 
เป็นอนุกรมลู่ออก เมื่อ | r | ≥ 1 
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ทฤษฎีบท 1.4.5 ให้ ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ α, β ∈ R เป็นค่าคงตวัใด ๆ  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
(α na  + β nb ) เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ ∑
∞

=1 n 
(α na  + β nb ) = α ∑

∞

=1 n 
na  + β ∑

∞

=1 n 
nb  

บทพสูิจน ์ให้ nS  = ∑
=

n

1 k 
ka  

   nT  = ∑
=

n

1 k 
kb  

  nQ  = ∑
=

n

1 k 
(α ka  + β kb ) 

    = α ∑
=

n

1 k 
ka  + β ∑

=

n

1 k 
kb   = α nS  + β nT  

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1n 
nb  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน จะมี S, T ∈ R ซ่ึง 
∞→n

lim nS  = S และ 
∞→n

lim nT  = T 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim nQ  = 

∞→n
lim (α nS  + β nT ) 

            = α
∞→n

lim nS  + α
∞→n

lim nT   = αS + βT 

แสดงว่า ∑
∞

=1 n 
(α na  + β nb ) เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ ∑
∞

=1 n 
(α na  + β nb ) = α ∑

∞

=1 n 
na  + β ∑

∞

=1 n 
nb        
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ขอ้สงัเกต  

ถ้า    ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออก และ c ≠ 0 เป็นค่าคงตวั 

แล้ว   ∑
∞

=1 n 
c na  เป็นอนุกรมลู่ออก 

 

ทฤษฎีบท 1.4.6  

ถ้า  ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก  

แล้ว ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) เป็นอนุกรมลู่ออก 

บทพสูิจน ์สมมตว่ิา ∑
∞

=1n 
( na  + nb ) เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
[( na  + nb ) + (–1) na ] = ∑

∞

=1 n 
nb   

เป็นอนุกรมลู่เข้า 

ซ่ึงขดัแย้งกบัสิ่งที่กาํหนดให้ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก 

แสดงว่า ที่สมมตว่ิา ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) เป็นอนุกรมลู่เข้า  

จึงเป็นไปไม่ได้ 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) เป็นอนุกรมลู่ออก        
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ขอ้สงัเกต  

ถ้า    ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก  

แล้ว   ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) อาจจะเป็นอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออกกไ็ด้ 

เช่น 
1.  na  = n, nb  = –n, na  + nb  = 0 

   จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก  

   แต่ ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) = ∑

∞

=1 n 
0 เป็นอนุกรมลู่เข้า 

 

2. na  = n, nb  = n, na  + nb  = 2n 

  จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก  

  แต่ ∑
∞

=1 n 
( na  + nb ) = ∑

∞

=1 n 
2n เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.4.3  1. จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 
( n2

3  + )2n(n
4
+

) 

ลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าลู่เข้าจงหาผลบวกของอนุกรมน้ันด้วย 
วิธีทํา 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
n2

1  เป็นอนุกรมเรขาคณติ  

โดยมี a = 2
1 , r = 2

1  ซ่ึง | r | < 1 

เพราะฉะน้ัน    ∑
∞

=1 n 
n2

1               เป็นอนุกรมลู่

เข้า  

และ     ∑
∞

=1 n 
n2

1  = 
2
11

2
1

−
 = 1 

จากตวัอย่าง 1.4.1 จะได้ว่า ∑
∞

=1 n )2n(n
1
+

  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ     ∑
∞

=1 n )2n(n
1
+

 = 4
3  

เราจึงสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
( n2

3  + )2n(n
4
+

) เป็นอนุกรมลู่เข้า 

และ     ∑
∞

=1 n 
( n2

3  + )2n(n
4
+

) = 3(1) + 4( 4
3) = 6 
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ตวัอย่าง 1.4.3   2. จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 
((–5

4)n  + n ) 

ลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าลู่เข้าจงหาผลบวกของอนุกรมน้ันด้วย 

วิธีทํา  เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
(–5

4)n  เป็นอนุกรมเรขาคณติ  

โดยมี a = –5
4  และ r = –5

4  ซ่ึง | r | < 1 

เพราะฉะน้ัน     ∑
∞

=1 n 
(–5

4)n         เป็นอนุกรมลู่เข้า  

และ      ∑
∞

=1 n 
(–5

4)n  = 
)5

4 (1
5
4

−−

−
 = –9

4  

เพราะว่า   
∞→n

lim n  = ∞ ซ่ึงไม่เป็น 0 

เพราะฉะน้ัน     ∑
∞

=1 n 
n          เป็นอนุกรมลู่ออก 

เราจึงสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
((–5

4)n  + n ) เป็นอนุกรมลู่ออก     
 

หมายเหตุ จากตวัอย่าง 1.4.3 ข้อ 2.  

เราอาจแสดงว่า ∑
∞

=1 n 
((–5

4)n  + n ) เป็นอนุกรมลู่ออก  

โดยใช้เหตผุลว่า 
∞→n

lim ((–5
4)n  + n ) = ∞ ซ่ึงไม่เป็น 0 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
((–5

4)n  + n ) เป็นอนุกรมลู่ออก  
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ทฤษฎีบท 1.4.7 (การทดสอบแบบอินทิกรลั) 

ให้ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง ซ่ึง na  ≥ 0  

และ f เป็นฟังกชั์นค่าจริง ซ่ึงมสีมบตัดิงัน้ี 
 1. f(n) = na  ทุก n ∈ N 
 2. มี 0n  ∈ N ซ่ึง f เป็นฟังกชั์นไม่เพ่ิม  
   และมีความต่อเน่ืองบนช่วง [ 0n , ∞) 

 3. nt  = ∫
n

0n
f(x) dx , n ≥ 0n  

จะได้ว่า 

   ถ้า { nt } เป็นลาํดบัลู่เข้า แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

และ 

   ถ้า { nt } เป็นลาํดบัลู่ออก แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.4.4  1. จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n 5n
n

2 +
 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ f(x) = 

5x
x

2 +
 เมื่อ x ≥ 1 

จะได้ f ′(x) = 22

2

)5x(
)x2(x)5x(

+

−+  = 22
2

)5x(
x5
+
−  < 0 ทุก x ≥ 3 

เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นลด และมีความต่อเน่ืองบนช่วง [3, 
∞) 

ให้    nt  = ∫
n

3
f(x) dx , n ≥ 3 

      = ∫
n

3 5x
x

2 +
 dx 

      = [ 2
1 n( 2x  + 5)] 3x

nx
=
=  

      = 2
1 n( 2n  + 5) – 

2
1 n 14 

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim nt  = ∞ 
เพราะฉะน้ัน { nt } เป็นลาํดบัลู่ออก 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 5n
n

2 +
 เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.4.4 2. จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n ne n
1  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา2. ให้ f(x) = 
xe x

1  เมื่อ x ≥ 1 

จะได้ f ′(x) = 
2x )e x(

1− [ x xe
x2

1  + xe
x2

1 ] < 0  

ทุก x ≥ 1 
เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นลด และมีความต่อเน่ืองบนช่วง [1, 
∞) 

ให้ nt  = ∫
n

1
f(x) dx 

    = ∫
n

1
xe x

1  dx 

    = [
xe
2− ] 1x

nx
=
=  

    = 
ne
2−  + e

2  

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim nt  = e
2  

เพราะฉะน้ัน { nt } เป็นลาํดบัลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n ne n
1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  
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บทนยิาม 1.4.4 อนุกรมพ ีคือ อนุกรมที่เขยีนได้ในรปู  

∑
∞

=1 n 
pn

1  เมื่อ p ∈ R เป็นค่าคงตวั 
 

ทฤษฎีบท 1.4.8 อนุกรมพี จะเป็นอนุกรมลู่เข้า เมื่อ p > 1 
และจะเป็นอนุกรมลู่ออก เมื่อ p ≤ 1 
บทพสูิจน ์ 
ถ้า p < 0 แล้ว จะได้ว่า 

∞→n
lim pn

1  = ∞ 

ถ้า p = 0 แล้ว จะได้ว่า 
∞→n

lim pn
1  = 1 

เพราะฉะน้ัน  

ในกรณทีี่ p ≤ 0 จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
pn

1  เป็นอนุกรมลู่ออก 
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พิจารณากรณทีี่ p > 0 
ให้ f(x) = px

1  ทุก x ≥ 1 จะได้ f ′(x) = 1px
p
+

−  < 0 ทุก x ≥ 1 

เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นลด และมีความต่อเน่ืองบนช่วง [1, 
∞) 

ให้ nt  = ∫
n

1
f(x) dx = ∫

n

1
px

1  dx 

    = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
=

≠=
=

+−
+−

1p1x
nx ]x n[

1p1x 
nx

]1p
x[

1p

เม่ือ      

เม่ือ       
 

    = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
− −

1pn n

1p)1
n

1(p1
1

1p

เมื่อ    

เมื่อ     

จะได้ว่า 
∞→n

lim nt  = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
−

−

≤∞

1pp1
1

1p

เม่ือ                 

เม่ือ                 

 

เพราะฉะน้ัน ในกรณทีี่ 0 < p ≤ 1  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
pn

1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

และ ในกรณทีี่ p > 1 จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
pn

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เราจึงสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
pn

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า เมื่อ p > 1  

และ ∑
∞

=1 n 
pn

1  เป็นอนุกรมลู่ออก เมื่อ p ≤ 1         
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ตวัอย่าง 1.4.5 

1.  ∑
∞

=1 n 
3 n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

   เพราะเป็นอนุกรมพี ซ่ึง p = 3
1  < 1 

2.  ∑
∞

=1 n 
2n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

   เพราะเป็นอนุกรมพี ซ่ึง p = 2 > 1          
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ทฤษฎีบท 1.4.9 (การทดสอบโดยใชก้ารเปรียบเทียบ) 

ให้ ∑
∞

=1 n 
na , ∑

∞

=1 n 
nb  และ ∑

∞

=1 n 
nc  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง 

 1. ถ้า   มี 0n  ∈ N ซ่ึง 0 ≤ na  ≤ nb  ทุก n ≥ 0n   

       และ ∑
∞

=1n 
nb  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

   แล้ว  ∑
∞

=1 n 
na  จะเป็นอนุกรมลู่เข้าด้วย 

 2. ถ้ามี 0n  ∈ N ซ่ึง 0 ≤ nc  ≤ na  ทุก n ≥ 0n   

   และ ∑
∞

=1 n 
nc  เป็นอนุกรมลู่ออก 

   แล้ว   ∑
∞

=1 n 
na  จะเป็นอนุกรมลู่ออกด้วย  
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ตวัอย่าง 1.4.6 จงทดสอบว่า อนุกรมต่อไปน้ีเป็นอนุกรมลู่เข้า
หรือลู่ออก 

     1. ∑
∞

=1 n 
n2n

1       2. ∑
∞

=1 n n
n n  

วิธีทํา  
1. เพราะว่า 0 ≤ 

n2n
1  ≤ 

n2
1  ทุก n ∈ N  

และ ∑
∞

=1 n 
n2

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 
2
1)  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
n2n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

 

2. เพราะว่า 1 ≤ n n ทุก n ≥ 3 

เพราะฉะน้ัน 0 ≤ 
n

1  ≤ 
n
n n  ทุก n ≥ 3 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก (อนุกรมพี ซ่ึง p = 2

1)  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n n
n n  เป็นอนุกรมลู่ออก           
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ทฤษฎีบท 1.4.10  
(การทดสอบโดยใชก้ารเปรียบเทียบดว้ยลิมิต) 

ให้ ∑
∞

=1 n 
na  และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง  

ซ่ึง na  ≥ 0 และ nb  > 0 ทุก n ∈ N 
 1. ถ้า 

∞→n
lim

n
n

b
a  = c > 0  

   แล้ว อนุกรมทั้งสองจะลู่เข้าด้วยกนัหรือไม่กลู่็ออกด้วยกนั 

 2. ถ้า 
∞→n

lim
n
n

b
a  = 0 และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้าด้วย 

 3. ถ้า 
∞→n

lim
n
n

b
a  = ∞ และ ∑

∞

=1 n 
nb  เป็นอนุกรมลู่ออก  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออกด้วย 
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ตวัอย่าง 1.4.7.1 จงทดสอบ ∑
∞

=1 n 1nn3
1n

2
2

++
+  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = 

1nn3
1n

2
2

++
+  และ nb  = n

1  

จะเหน็ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  = ∑

∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

                    (อนุกรมพี ซ่ึง p = 1) 
และ 

∞→n
lim

n
n

b
a    = 

∞→n
lim

1nn3
1nn

2
2

++
+  

          = 
∞→n

lim
2

2

n
1

n
13

n
11

++

+
  

         = 3
1   

         > 0 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
na  = ∑

∞

=1 n 1nn3
1n

2
2

++
+  เป็นอนุกรมลู่ออก   
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ตวัอย่าง 1.4.7.2 จงทดสอบ ∑
∞

=1 n 
nn

n

35
2
−

 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = nn

n

35
2
−

 และ nb  = (5
2)n  

จะเหน็ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  = ∑

∞

=1 n 
(5

2)n  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 5
2) 

และ 
∞→n

lim
n
n

b
a   = 

∞→n
lim ( nn

n

35
2
−

)(2
5)n  

         = 
∞→n

lim nn
n

35
5
−

 

         = 
∞→n

lim
n)5

3(1
1

−
  

        = 1 > 0 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
na  = ∑

∞

=1 n 
nn

n

35
2
−

 เป็นอนุกรมลู่เข้า  
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ตวัอย่าง 1.4.7.3 จงทดสอบ ∑
∞

=1 n 
n2
n  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = n2

n  และ nb  = 
2
3

n

1  

จะเหน็ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  = ∑

∞

=1 n 2
3

n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                     (อนุกรมพี ซ่ึง p = 2
3) 

และ 
∞→n

lim  
n
n

b
a    = 

∞→n
lim n

2

2
n  

           = 0        (ตวัอย่าง 1.2.5 ข้อ 1.) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
na  = ∑

∞

=1 n 
n2
n  เป็นอนุกรมลู่เข้า      
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ตวัอย่าง 1.4.7.4 จงทดสอบ ∑
∞

=1 n )1n(n
1
+

 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = )1n(n

1
+

 และ nb  = n
1  

จะเหน็ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  = ∑

∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

                     (อนุกรมพี ซ่ึง p = 1) 
และ 

∞→n
lim

n
n

b
a  = 

∞→n
lim )1n(n

n
+

 

ให้ f(x) = )1n(n
n
+

 , x ≥ 1 
จะได้ว่า   

∞→x
lim f(x)   = 

∞→x
lim )1x(n

x
+

     (I.F. 
∞
∞) 

              = 
∞→x

lim
1x

1
1

+

 

              = 
∞→x

lim (x + 1) 

              = ∞ 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim

n
n

b
a  = ∞ 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
na  = ∑

∞

=1 n )1n(n
1
+

 เป็นอนุกรมลู่ออก    
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บทนยิาม 1.4.5 ถ้า na  > 0 ทุก n ∈ N  

เราเรียกอนุกรมที่เขยีนได้ในรปู ∑
∞

=1 n 
(–1) 1n+

na   

= 1a  – 2a  + 3a  – 4a  + ... + (–1) 1n+
na  + ... 

หรือ  

∑
∞

=1 n 
(–1)n

na  = – 1a  + 2a  – 3a  + ... + (–1)n
na  + ... 

ว่า อนุกรมสลบั 
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ทฤษฎีบท 1.4.11  

อนุกรมสลับ ∑
∞

=1 n 
(–1)n

na  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

ถ้า     1. 
∞→n

lim na  = 0 

และ     2. มี 0n  ∈ N ซ่ึง 1na +  < na  ทุก n ≥ 0n  
 

ขอ้สงัเกต  
ในกรณทีี่       

∞→n
lim na  ≠ 0  

เราจะได้ว่า      
∞→n

lim | (–1)n
na  | = 

∞→n
lim na  ≠ 0 

เพราะฉะน้ัน         
∞→n

lim (–1)n
na  ≠ 0  

เพราะฉะน้ัน  
ถ้า    

∞→n
lim na  ≠ 0  

แล้ว   ∑
∞

=1 n 
(–1)n

na     เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.4.8.1 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n n
)1( n−  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ในที่น้ี na  = n

1   
จะได้ว่า 

∞→n
lim na  = 

∞→n
lim n

1  = 0 
เพราะว่า        1na +  = 1n

1
+

  
เพราะฉะน้ัน 1na +  – na   = 1n

1
+

 – n
1   

              = )1n(n
)1n(n

+
+−   

              = )1n(n
1
+

−  

เพราะฉะน้ัน       1na +  – na  < 0        ทุก n ∈ N 
แสดงว่า            1na +  < na        ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n n
)1( n−  เป็นอนุกรมลู่เข้า 
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ตวัอย่าง 1.4.8.2 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n n n3
)1(

n

n

+
−  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ในที่น้ี na  = 

n n3
1

n +
 

จะได้ว่า 
∞→n

lim na  = 
∞→n

lim
n n3

1
n +

 = 0 

ให้ f(x) = 
 xn3

1
x +

 เมื่อ x ≥ 1 

เพราะฉะน้ัน f ′(x) = 2x )x n3(
1

+
− ( x3 n 3 + x

1 ) < 0 ทุก x 

≥ 1 
แสดงว่า f เป็นฟังกชั์นลด 
เพราะฉะน้ัน       f(n + 1) < f(n)     ทุก n ∈ N 
เพราะฉะน้ัน            1na +  < na       ทุก n ∈ 
N 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n n n3
)1(

n

n

+
−  เป็นอนุกรมลู่เข้า 
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ตวัอย่าง 1.4.8.2 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 1n
n)1( n

+
−  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ในที่น้ี na  = 1n

n
+

 
จะได้ว่า 

∞→n
lim na   = 

∞→n
lim 1n

n
+

 
           = 

∞→n
lim

n
11

1
+

  

          = 1 ≠ 0 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 1n
n)1( n

+
−  เป็นอนุกรมลู่ออก  



บทที ่1 
ลาํดบัและอนุกรมของจํานวน 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

73

ทฤษฎีบท 1.4.12  

ถ้า    ∑
∞

=1 n 
| na  | เป็นอนุกรมลู่เข้า  

แล้ว  ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

บทพสูิจน ์ 
ให้ nb  = 2

a|a| nn +  และ nc  = 2
a|a| nn −  

เพราะว่า        –| na  | ≤ na  ≤ | na  |  
เพราะฉะน้ัน           0 ≤ nb  ≤ | na  |  
และ            0 ≤ nc  ≤ | na  |      ทุก n ∈ N 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
| na  | เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
nb  และ ∑

∞

=1 n 
nc  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                      (ทฤษฎบีท 1.4.9) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
( nb  – nc ) = ∑

∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                     (ทฤษฎบีท 1.4.5)  
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หมายเหตุ 
1. บทกลับของทฤษฎบีท 1.4.12 ไม่จริง  
  กล่าวคอื  

  ถ้า    ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

  แล้ว   ∑
∞

=1 n 
| na  | อาจจะอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออกกไ็ด้ 

  ตวัอย่างเช่น ∑
∞

=1 n n
)1( n−  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

  แต่ ∑
∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก 

  ∑
∞

=1 n 
n

n

2
)1(−  เป็นอนุกรมลู่เข้า และ ∑

∞

=1 n 
n2

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า 
 

2. ในกรณทีี่ ∑
∞

=1 n 
| na  | เป็นอนุกรมลู่ออก  

  เราไม่สามารถสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 

  ตวัอย่างเช่น ∑
∞

=1 n 
| n

)1( n−  | = ∑
∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

  แต่ ∑
∞

=1 n n
)1( n−  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

  ∑
∞

=1 n 
| (-1)n 2n  | = ∑

∞

=1 n 

2n  เป็นอนุกรมลู่ออก  

  และ ∑
∞

=1 n 
(-1)n 2n  เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.4.9.1 จงแสดงว่า ∑
∞

=1 n n4
)3ncos(  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

วิธีทํา 

พิจารณา ∑
∞

=1 n 
| n4

)3ncos(  | = ∑
∞

=1 n n4

)3ncos( ||        ... (1) 

เพราะว่า      0 ≤ | cos( 3n ) | ≤ 1    ทุก n ∈ N 

         0 ≤ n4
)3ncos( ||  ≤ n4

1      ทุก n ∈ N 

และ ∑
∞

=1 n n4
1  เป็นอนุกรมลู่เข้า (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 4

1) 

โดยทฤษฎบีท 1.4.9 ข้อ 1.  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
| n4

)3ncos(  | = ∑
∞

=1 n n4

)3ncos( ||  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n n4
)3ncos(  เป็นอนุกรมลู่เข้า          
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ตวัอย่าง 1.4.9.1 จงแสดงว่า ∑
∞

=1 n 
2

n

n
)1(−  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

วิธีทํา 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
| 2

n

n
)1(−  | = ∑

∞

=1 n 
2n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                     (อนุกรมพี ซ่ึง p = 2) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
2

n

n
)1(−  เป็นอนุกรมลู่เข้า            
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บทนยิาม 1.4.6  

1. ∑
∞

=1n 
na  เป็น อนุกรมลู่เขา้แบบสมับูรณ ์ 

  ถ้า ∑
∞

=1 n 
| na  | เป็นอนุกรมลู่เข้า 

2. ∑
∞

=1n 
na  เป็น อนุกรมลู่เขา้แบบมีเงือ่นไข  

  ถ้า ∑
∞

=1 n 
| na  | เป็นอนุกรมลู่ออก  

  แต่ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้า 
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ตวัอย่าง 1.4.10.1 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n )1n(n
)1( n

+
−  

เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณห์รือลู่เข้าแบบมีเงื่อนไข 

วิธีทํา พิจารณา ∑
∞

=1 n 
| )1n(n

)1( n

+
−  | = ∑

∞

=1 n )1n(n
1
+

 

จากตวัอย่าง 1.4.7 ข้อ 4.  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n )1n(n
1
+

เป็นอนุกรมลู่ออก 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
| )1n(n

)1( n

+
−  | เป็นอนุกรมลู่ออก 

ให้ na  = )1n(n
1
+

 
จะได้ว่า    

∞→n
lim na  = 

∞→n
lim )1n(n

1
+

 = 0 
และ      1na +  = )2n(n

1
+

 

เพราะว่า n เป็นฟังกชั์นเพ่ิม  

เพราะฉะน้ัน    0 < n(n + 1) < n(n + 2) ทุก n ∈ N 

         )2n(n
1
+

 < )1n(n
1
+

       ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน         1na +  < na        ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n )1n(n
)1( n

+
−  เป็นอนุกรมลู่เข้า (ทฤษฎบีท 

1.4.11) 

แสดงว่า ∑
∞

=1 n )1n(n
)1( n

+
−  เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบมีเงื่อนไข     
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ตวัอย่าง 1.4.10.1 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 
( 1n

1
+
− )n  

เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณห์รือลู่เข้าแบบมีเงื่อนไข 
วิธีทํา 

พิจารณา ∑
∞

=1 n 
| ( 1n

1
+
− )n  | = ∑

∞

=1 n 
n)1n(

1
+

 

เพราะว่า      0 ≤ 1n
1
+

 ≤ 2
1         ทุก n ∈ N 

เพราะฉะน้ัน       0 ≤ n)1n(
1
+

 ≤ n2
1       ทุก n ∈ 

N 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
n2

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                 (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 2
1) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
n)1n(

1
+

 เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                 (ทฤษฎบีท 1.4.9 ข้อ 1.) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
| ( 1n

1
+
− )n  | เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
( 1n

1
+
− )n  เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณ ์   
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ทฤษฎีบท 1.4.13 (การทดสอบโดยใชอ้ตัราส่วน) 

ให้ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง ซ่ึง na  ≠ 0  

และ 
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  | = ∞  

หรือ 
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  | = L เมื่อ L ∈ R  

จะได้ว่า 
 1. ถ้า L < 1  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณ ์

 2. ถ้า L > 1 หรือ 
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  | = ∞  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่ออก 

 3. ถ้า L = 1 แล้ว จะสรปุผลไม่ได้ 
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ตวัอย่าง 1.4.11.1 จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n !n
2n  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = !n

2n  

เพราะว่า 1na +  = )!1n(
2 1n

+

+  

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  |   = 
∞→n

lim | )!1n(
2 1n

+
+

n2
!n  |  

               = 
∞→n

lim 1n
2
+

 
               = 0 
               < 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n !n
2n  เป็นอนุกรมลู่เข้า             
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ตวัอย่าง 1.4.11.2 จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n 
n

3n

2
n)1(−  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = n

3n

2
n)1(−  

เพราะว่า 1na +  = 1n

31n

2
)1n()1(

+

+ +−  

จะเหน็ว่า  
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  |  = 
∞→n

lim | 1n

31n

2
)1n()1(

+

+ +−
3n

n

n)1(
2

−
 |  

               = 
∞→n

lim | 3

3

n2
)1n( +−  |  

               = 
∞→n

lim 3

3

n2
)1n( +  

               = 
∞→n

lim 2
)n

1  1( 3+
 

               = 2
1  

               < 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
n

3n

2
n)1(−  เป็นอนุกรมลู่เข้า          
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ตวัอย่าง 1.4.11.3 จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n n n

n

3
e  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้ na  = 

n n

n

3
e  

เพราะว่า 1na +  = )1  n(n
1  n

3
e

+

+   

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim | 
n

1n
a

a +  |   = 
∞→n

lim | 
)1  n(n

1  n

3
e

+

+

n
n n

e
3  |  

               = 
∞→n

lim | 
n n  )1  n(n3

e
−+

 |  

               = 
∞→n

lim
)n

1  1(n
3

e
+

 

               = e 
               > 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n n n

n

3
e  เป็นอนุกรมลู่ออก           
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ทฤษฎีบท 1.4.14 (การทดสอบโดยใชก้ารถอดกรณฑ)์ 

ให้ ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมของจาํนวนจริง และ 

∞→n
lim n n |a|  = ∞  

หรือ 
∞→n

lim n n |a|  = L เมื่อ L ∈ R  
จะได้ว่า 
 1. ถ้า L < 1  

  แล้ว ∑
∞

=1 n 
na  เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณ ์

 2. ถ้า L > 1 หรือ 
∞→n

lim n n |a|  = ∞  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
na เป็นอนุกรมลู่ออก 

  3. ถ้า L = 1 แล้ว จะสรปุผลไม่ได้ 
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ตวัอย่าง 1.4.12.1 จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n 
(3

2)
2n ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 1. ให้ na  = ( 3
2)

2n  

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim n n |a|    = 
∞→n

lim n 2n)3
2(  

              = 
∞→n

lim ( 3
2)n  

              = 0 
              < 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
(3

2)
2n  เป็นอนุกรมลู่เข้า          
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ตวัอย่าง 1.4.12.2  

จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n 
(

)12(n
n
n +

)n ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา  ให้ na  = (
)12(n

n
n +

)n  

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim n n |a|    = 
∞→n

lim n n
n )

)12(n
n(
+

 

              = 
∞→n

lim
)12(n

n
n +

 

ให้ f(x) = 
)12(n

x
x +

 เมื่อ x ≥ 1 

จะได้ว่า 
∞→x

lim f(x)   = 
∞→x

lim
)12(n

x
x +

     (I.F. 
∞
∞) 

             = 
∞→x

lim
)2n2(

12
1

1
x

x +

 

            = 
∞→x

lim
2n2
12

x
x +  = 

∞→x
lim 2n

2
11 x+

 = 2n
1  

แสดงว่า 
∞→n

lim n n |a|  = 2n
1  

เพราะว่า 1 = n e > n 2 > 0 เพราะฉะน้ัน 2n
1  > 1 

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim n n |a|  > 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
(

)12(n
n
n +

) n  เป็นอนุกรมลู่ออก      
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1.5 อนุกรมของจํานวนเชิงซอ้น 
ทฤษฎีบท 1.5.1  
ให้ nz  = nx  + i ny  โดยที่ nz  ∈ C และ nx , ny  ∈ R  
จะได้ว่า  

∑
∞

=1n
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

กต่็อเม่ือ ∑
∞

=1 n 
nx  และ ∑

∞

=1 n 
ny  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

และในกรณทีี่ ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
nz  = ∑

∞

=1 n 
nx  + i ∑∞

=1 n 
ny  
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ตวัอย่าง 1.5.1.1 

จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n 
( 2n

1  + i(3
2)n ) ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา  

เพราะว่า   ∑
∞

=1 n 
2n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า (อนุกรมพี ซ่ึง p = 2) 

และ      ∑
∞

=1 n 
( 3

2)n  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                 (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 
3
2) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
( 2n

1  + i(3
2)n ) เป็นอนุกรมลู่เข้า       
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ตวัอย่าง 1.5.1.2 จงทดสอบว่า ∑
∞

=1 n in
i
+

 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา  
เพราะว่า in

i
+

    = ( in
i
+

)( in
in

−
− ) 

             = 
1n

in1
2 +
+  

             = 
1n

1
2 +

 + i
1n

n
2 +

 

เพราะฉะน้ัน   ∑
∞

=1 n 1n
i
+

  = ∑
∞

=1 n 
(

1n
1

2 +
 + i

1n
n

2 +
) 

พิจารณาอนุกรม ∑
∞

=1 n 1n
n

2 +
 

ให้ na  = 
1n

n
2 +

 และ nb  = n
1  

จะเหน็ว่า ∑
∞

=1 n 
nb  = ∑

∞

=1 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก  

                    (อนุกรมพี ซ่ึง p = 1) 
และ 

∞→n
lim

n
n

b
a  = 

∞→n
lim

1n
n
2

2

+
 = 

∞→n
lim

2n
11

1
+

 = 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 1n
n

2 +
 เป็นอนุกรมลู่ออก  

                  (ทฤษฎบีท 1.4.10 ข้อ 1.) 

แสดงว่า ∑
∞

=1 n in
i
+

 เป็นอนุกรมลู่ออก             
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ทฤษฎีบท 1.5.2  

ถ้า ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้า แล้วจะได้ว่า 

∞→n
lim nz  = 0 

 

หมายเหตุ  
บทกลับของทฤษฎบีท 1.5.2 ไม่เป็นจริง  
เพราะฉะน้ัน ในกรณทีี่ 

∞→n
lim nz  = 0 

เราจึงไม่สามารถสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 

 

ทฤษฎีบท 1.5.3  

ถ้า 
∞→n

lim nz  ≠ 0 แล้วจะได้ว่า ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.5.2 จงแสดงว่า อนุกรมต่อไปน้ีเป็นอนุกรมลู่ออก 

   1. ∑
∞

=1 n in
ni2
+

        2. ∑
∞

=1 n 
(sin n + i cos n)n  

วิธีทํา 
1. เพราะว่า 

∞→n
lim in

ni2
+

 = 
∞→n

lim
n
i1

i2
+

 = 2i ≠ 0 

  เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n in
ni2
+

 เป็นอนุกรมลู่ออก 
 

2. เพราะว่า 
∞→n

lim | (sin n + i cos n)n  |  

    = 
∞→n

lim | sin n + i cos n |
n
 

    = 
∞→n

lim ( ncosnsin 22 + )
n
 

    = 
∞→n

lim n1  

    = 1 ≠ 0 
เพราะฉะน้ัน 

∞→n
lim (sin n + i cos n)n  ≠ 0 (ทฤษฎบีท 1.3.2 

ข้อ 2.) 

แสดงว่า ∑
∞

=1 n 
(sin n + i cos n)n  เป็นอนุกรมลู่ออก       
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ทฤษฎีบท 1.5.4  

ถ้า    ∑
∞

=1 n 
| nz  | เป็นอนุกรมลู่เข้า  

แล้ว   ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้าด้วย 

 

หมายเหตุ 
1. บทกลับของทฤษฎบีท 1.5.4 ไม่เป็นจริง  

2. ในกรณทีี่ ∑
∞

=1 n 
| nz  | เป็นอนุกรมลู่ออก  

  เราไม่สามารถสรปุได้ว่า ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 
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ตวัอย่าง 1.5.3 จงแสดงว่า อนุกรมต่อไปน้ีเป็นอนุกรมลู่เข้า 

   1. ∑
∞

=1 n 
2
n

n
i           2. ∑

∞

=1n 
(4 – 3i) n−  

วิธีทํา 

1. เพราะว่า ∑
∞

=1 n 
| 2

n

n
i  | = ∑

∞

=1 n 
2n

1  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                      (อนุกรมพี ซ่ึง p = 2) 

  เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
2
n

n
i  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

 

2. เพราะว่า  

  ∑
∞

=1n 
| (4 – 3i) n−  |  = ∑

∞

=1 n 
| 4 – 3i |

n−
  

              = ∑
∞

=1 n 

n5−  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

                (อนุกรมเรขาคณติ ซ่ึง r = 5
1 ) 

  เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
(4 – 3i) n−  เป็นอนุกรมลู่เข้า     
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ทฤษฎีบท 1.5.5  

ให้ ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมของจาํนวนเชิงซ้อน ซ่ึง nz ≠ 0 

และ 
∞→n

lim | 
n

1n
z

z +  | = ∞  

หรือ 
∞→n

lim | 
n

1n
z

z +  | = L เมื่อ L ∈ R  

จะได้ว่า 
 1. ถ้า L < 1  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่เข้า 

 2. ถ้า L > 1 หรือ 
∞→n

lim | 
n

1n
z

z +  | = ∞  

   แล้ว ∑
∞

=1 n 
nz  เป็นอนุกรมลู่ออก 

 3. ถ้า L = 1 แล้ว จะสรปุผลไม่ได้ 
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ตวัอย่าง 1.5.4.1 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 
n)i3(

ni
+

 ลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีทํา 
ให้          nz  = n)i3(

ni
+

 

เพราะฉะน้ัน    1nz +  = 1n)i3(
i)1n(
++

+  

จะเหน็ว่า 
∞→n

lim | 
n

1n
z

z +  |  

          = 
∞→n

lim | 1n)i3(
i)1n(
++

+
ni

)i3( n+  |  

          = 
∞→n

lim | 
n)i3(

1n
+
+  |  

          = 
∞→n

lim n2
1n +   

          = 
∞→n

lim 2
n
11+

  

          = 2
1  < 1 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

=1 n 
n)i3(

ni
+

 เป็นอนุกรมลู่เข้า         
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ตวัอย่าง 1.5.4.2 จงพิจารณาว่า ∑
∞

=1 n 
n)i43(

i !n
−
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ทฤษฎีบท 1.5.6  
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