
บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

1

บทท่ี 2 
อนุกรมกาํลงั 

 

บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

2

อนุกรมกาํลงั 
 

บทนยิาม 2.1 ให้ a, 0c , 1c , 2c , 3c , ... เป็นจาํนวนจริง  
และ x เป็นตวัแปรค่าของจาํนวนจริง  
อนุกรมที่เขยีนในรปู 

   ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

หรือ  
    0c  + 1c (x – a) + 2c (x – a)2 + 3c (x – a)3 + ... 
เรียกว่า อนุกรมกาํลงัใน x – a  
เรียก nc  เมื่อ n = 0, 1, 2, ... ว่า  
สมัประสิทธ์ิของอนุกรมกาํลงั  
และ เรียก a ว่า ศูนยก์ลางของอนุกรมกาํลงั 
 
ขอ้สงัเกต  

อนุกรมกาํลัง ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้าสู่ 0c  เมื่อ x = a 
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ทฤษฎีบท 2.1  

1. ถ้า อนุกรมกาํลัง ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้าที่ x = 1x  ≠ a  

  แล้ว อนุกรมน้ีลู่เข้าแบบสมับูรณ ์ 
  ทุกค่า x ซ่ึง | x – a | < | 1x – a |  

2. ถ้า อนุกรมกาํลัง ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่ออกที่ x = 2x  ≠ a  

  แล้ว อนุกรมน้ีลู่ออก ทุกค่า x ซ่ึง | x – a | > | 2x – a |  
บทพสูิจน ์ 

1. เพราะว่า อนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้าที่ x = 1x  ≠ a  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n 
nc ( 1x  – a)n  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim nc ( 1x  – a)n  = 0  

แสดงว่าจะมี 0n  ∈ R ซ่ึง | nc ( 1x  – a)n  | < 1  ทุก n > 0n  
ให้ x ∈ R ซ่ึง     | x – a |  < | 1x  – a |  
เพราะฉะน้ัน         | 

ax
ax

1 −
−  |  < 1  

และ | nc (x – a)n  |  = | nc ( 1x  – a)n
n

1

n

)ax(

)ax(

−

−  |  

            = | nc ( 1x  – a)n  | | 
ax

ax
1 −
−  |n  

            < | 
ax

ax
1 −
−  |n          ทุก n > 0n  
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เพราะว่า ∑
∞

= 0 n 
| ax

ax
1 −
−  |n  เป็นอนุกรมเรขาคณติซ่ึงลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.4.9  

จะได้ว่า ∑
∞

= 0 n 
| nc (x – a)n  | เป็นอนุกรมลู่เข้า 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  เป็นอนุกรมลู่เข้าแบบสมับูรณ ์

ทุกค่า x ซ่ึง | x – a | < | 1x – a |  

2. เพราะว่าอนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่ออกที่ x = 2x  ≠ a  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n 
nc ( 2x  – a)n  เป็นอนุกรมลู่ออก 

สมมตว่ิา มี x ∈ R ซ่ึง | x – a | > | 2x – a |  

โดยที่ ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้า 

จากข้อ 1. จะได้ว่า ∑
∞

= 0 n 
nc ( 2x  – a)n  เป็นอนุกรมลู่เข้า  

ซ่ึงขดัแย้งกบัสิ่งที่กาํหนดให้  
แสดงว่าสิ่งที่สมมตเิป็นไปไม่ได้  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  เป็นอนุกรมลู่ออก 

ทุกค่า x ซ่ึง | x – a | > | 2x – a |                
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ทฤษฎีบท 2.2  

การลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

จะเป็นไปตามกรณใีดกรณหีน่ึงต่อไปน้ี 
   1. อนุกรมลู่เข้า เม่ือ x = a เท่าน้ัน 
   2. อนุกรมลู่เข้า ทุกค่า x ∈ R  
   3. มีจาํนวนจริงบวก r ที่ทาํให้อนุกรมลู่เข้า ทุกค่า x  
     ซ่ึง | x – a | < r และลู่ออก ทุกค่า x ซ่ึง | x – a | > r 
 
หมายเหตุ  

ในกรณ ี3. อนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

อาจจะลู่เข้าหรือลู่ออกที่ x ซ่ึง | x – a | = r 
ต้องทาํการตรวจสอบเพ่ิมเตมิ 
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2.1 รศัมีและช่วงแห่งการลู่เขา้ 
บทนยิาม 2.1.1 

  1. ถ้า ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้า เมื่อ x = a เท่าน้ัน  

    แล้ว ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  มีรัศมีแห่งการลู่เข้าเป็น 0 

  2. ถ้า ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้า ทุกค่า x ∈ R  

    แล้ว ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  มีรัศมีแห่งการลู่เข้าเป็น ∞ 

  3. ถ้ามีจาํนวนจริงบวก r ที่ทาํให้ ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

    ลู่เข้าทุกค่า x ซ่ึง | x – a | < r  

    และ ∑
∞

=0n
nc (x – a)n  ลู่ออกทุกค่า x ซ่ึง | x – a | > r  

    แล้ว ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  มีรัศมีแห่งการลู่เข้าเป็น r 
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บทนยิาม 2.1.2 เซตของจาํนวนจริง 

{x ∈ R | ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  เป็นอนุกรมลู่เข้า} 

เรียกว่า ช่วงแห่งการลู่เขา้ ของอนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  

 
หมายเหตุ  

∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

มีช่วงแห่งการลู่เข้าเป็นแบบใดแบบหน่ึงต่อไปน้ี  
{a}, (–∞, ∞), (a – r, a + r), [a – r, a + r), (a – r, a + r] 
หรือ [a – r, a + r]  
เมื่อ r เป็นจาํนวนจริงบวก 
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ตวัอย่าง 2.1.1.1  

จงหารัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้าของ ∑
∞

=1 n 

nn nx  

วิธีทํา ให้   nU (x)  = nn nx  
      n n || )x(U   = n | x | 
   

∞→n
lim n n || )x(U   = 

∞→n
lim n | x |  

            = ∞            เมื่อ x ≠ 0 
โดยทฤษฎบีท 1.4.14  

จะได้ว่า ∑
∞

=1 n 

nn nx  ลู่ออก             เมื่อ x ≠ 0  

เพราะว่า ∑
∞

=1 n 

nn nx  ลู่เข้า เมื่อ x = 0 

เพราะฉะน้ัน อนุกรม ∑
∞

=1 n 

nn nx  ลู่เข้า เมื่อ x = 0 เท่าน้ัน 

เพราะฉะน้ัน  
รัศมีแห่งการลู่เข้าคือ 0 และช่วงแห่งการลู่เข้าคือ {0}      
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ตวัอย่าง 2.1.1.2 

จงหารัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม ∑
∞

= 0n !n
)1x( n+  

วิธีทํา ให้  nU (x)  = 
!n
)1x( n+  

   | 
)x(U
)x(U

n

1n+  |   = |
)!1n(

)1x( 1n

+
+ +

n)1x(
!n

+
 | 

           = 
1n

|1x|
+
+            เมื่อ x ≠ –1 

 
∞→n

lim | 
)x(U
)x(U

n

1n+  |  = 
∞→n

lim
1n

|1x|
+
+  

           = 0              เมื่อ x ≠ –1 
โดยทฤษฎบีท 1.4.13 จะได้ว่า  

∑
∞

= 0 n !n
)1x( n+  ลู่เข้า เม่ือ x ≠ –1  

และเพราะว่า ∑
∞

= 0 n !n
)1x( n+  ลู่เข้า เมื่อ x = –1  

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n !n
)1x( n+  ลู่เข้า ทุก x ∈ R 

เพราะฉะน้ัน  
รัศมีแห่งการลู่เข้า คือ ∞ และช่วงแห่งการลู่เข้าคือ (–∞, ∞) 
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ตวัอย่าง 2.1.1.3 

จงหารัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม ∑
∞

= 0 n 
n

n2

9
)2x( −  

วิธีทํา ให้  nU (x) = n

n2

9
)2x( − , n n || )x(U  = 9

|2x| 2−  

   
∞→n

lim n n || )x(U    = 
∞→n

lim
9

|2x| 2−    = 9
|2x| 2−  

โดยทฤษฎบีท 1.4.14 จะได้ว่า 

∑
∞

= 0 n 
n

n2

9
)2x( −  ลู่เข้า  เมื่อ    9

|2x| 2−  < 1  

หรือ                | x – 2 | < 3  
หรือ                  –1 < x < 5     ... (1) 

และ ∑
∞

= 0 n 
n

n2

9
)2x( −  ลู่ออก  เมื่อ   9

|2x| 2−  > 1  

หรือ                   | x – 2 | > 3   ... (2) 
พิจารณาเมื่อ | x – 2 | = 3 หรือ x = –1, 5  

จะได้ว่า อนุกรม ∑
∞

= 0 n 
n

n2

9
)2x( −  คือ อนุกรม ∑

∞

= 0 n 
1  

ซ่ึงเป็นอนุกรมลู่ออก (เพราะว่า 
∞→n

lim  1 = 1 ≠ 0) 

เพราะฉะน้ัน ∑
∞

= 0 n 
n

n2

9
)2x( −  ลู่ออก เมื่อ x = –1, 5    ... (3) 

จาก (1), (2) และ (3) สรปุได้ว่า 
รัศมีแห่งการลู่เข้าคือ 3 และช่วงแห่งการลู่เข้าคือ (–1, 5)   
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ตวัอย่าง 2.1.1.4  

จงหารัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรม ∑
∞

=1n n
xn  

วิธีทํา ให้     nU (x)  = n
xn  

       | 
)x(U
)x(U

n

1n+  |  = | 1n
x 1n

+

+

nx
n  |  

              = 1n
n
+

 | x |      เมื่อ x ≠ 0 

    
∞→n

lim | 
)x(U
)x(U

n

1n+  |  = 
∞→n

lim 1n
n
+

| x |  

              = 
∞→n

lim

n
11

1
+

| x |  

              = | x |          เมื่อ x ≠ 0 
โดยทฤษฎบีท 1.4.13 จะได้ว่า  

     ∑
∞

=1 n n
xn  ลู่เข้า  เมื่อ    0 < | x | < 1  

หรือ          x ∈ (–1, 0) ∪ (0, 1)      ... (1) 

และ ∑
∞

=1 n n
xn  ลู่ออก เมื่อ | x | > 1            ... (2) 
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พิจารณา เมื่อ | x | = 1  
หรือ x = –1, 1 
เมื่อ x = –1  

    จะได้ว่า อนุกรม ∑
∞

=1 n n
xn   

    คืออนุกรม ∑
∞

=1 n n
)1( n−  

    ซ่ึงเป็นอนุกรมลู่เข้า (ตวัอย่างที่ 1.4.8)       ... (3) 
เมื่อ x = 1  

    จะได้ว่า อนุกรม    ∑
∞

=1 n n
xn   

    คือ อนุกรม      ∑
∞

=1 n n
1   

    ซ่ึงเป็นอนุกรมลู่ออก (อนุกรมพี ซ่ึง p = 1)    ... (4) 

และ   ∑
∞

=1 n n
xn  ลู่เข้า เมื่อ x = 0              ... (5) 

จาก (1), (2), (3), (4) และ (5)  
สรปุได้ว่า รัศมีแห่งการลู่เข้าคือ 1  
และช่วงแห่งการลู่เข้าคือ [–1, 1)                



บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

13

การหารศัมีแห่งการลู่เขา้ของอนุกรมกาํลงัโดยใชท้ฤษฎีบท 
 

ทฤษฎีบท 2.1.1 ให้ ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  เป็นอนุกรมกาํลัง  

สมมตว่ิา มี 0n  ∈ R ซ่ึง nc  ≠ 0 ทุกค่า n > 0n  
 1.  ถ้า 

∞→n
lim | 

1n

n
c
c

+
 | = 0, ∞ หรือ r เมื่อ r ∈ +R  

    แล้ว อนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

    มีรัศมีแห่งการลู่เข้า คอื 
∞→n

lim | 
1n

n
c
c

+
 | 

 2. ถ้า 
∞→n

lim
n n |c|

1  = 0, ∞ หรือ r เมื่อ r ∈ +R  

   แล้ว อนุกรม ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

   มีรัศมีแห่งการลู่เข้า คอื 
∞→n

lim
n n |c|

1  
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ตวัอย่าง 2.1.2.1 

จงหารัศมีแห่งการลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง ∑
∞

=1 n n
)1x3( n−  

วิธีทํา 

เพราะว่า ∑
∞

=1 n n
)1x3( n−  = ∑

∞

=1 n n

)
3
1x(3 nn −

 

เพราะฉะน้ัน       nc    = n
3n  

เพราะว่า     | 
1n

n
c
c

+
 |   = | n

3n

1n3
1n

+
+  | 

               = 3
1  + n3

1  

       
∞→n

lim | 
1n

n
c
c

+
 |  = 

∞→n
lim (3

1  + n3
1 ) 

และ             = 3
1  

เพราะฉะน้ัน รัศมีแห่งการลู่เข้า คือ 3
1               
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ตวัอย่าง 2.1.2.2 
จงหารัศมีแห่งการลู่เข้าของอนุกรมกาํลัง ∑

∞

= 0 n 
n

n

n
x  

วิธีทํา 
เพราะว่า       nc    = nn

1  

เพราะฉะน้ัน   
n n |c|

1    = 
∞→n

lim n = ∞ 

เพราะฉะน้ัน รัศมีแห่งการลู่เข้า คือ ∞             
 

หมายเหตุ  
เราไม่สามารถใช้ทฤษฎบีท 2.1.1 กบัตวัอย่าง 2.1.1 ข้อ 3.  

  ∑
∞

= 0n 
n

n2

9
)2x( −  

    = 1 + 9
)2x( 2−  + 2

4

9
)2x( −  + 3

6

9
)2x( −  + ... 

เพราะว่า nc  = 0 ทุกค่า n ที่เป็นจาํนวนคี่บวก  
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2.2 การหาอนุพนัธข์องอนุกรมกาํลงั 
 

บทนยิาม 2.2.1 ให้อนุกรมกาํลัง ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  ลู่เข้า  

และมีผลบวกเป็น f(x) ทุก x ∈ I  

น่ันคือ     ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n  = f(x)        ทุก x ∈ I  

เราจะเรียก f ว่า ฟังกช์นัผลบวก ของอนุกรม  

      ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n   

บน I 
 
ตวัอย่างเช่น 
1 + x + 2x  + 3x  + ... = x1

1
−

     ทุก x ∈ (–1, 1) 
1 + 2x + 4 2x  + 8 3x  + ... = x21

1
−

  ทุก x ∈ (– 2
1 , 2

1) 
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ตวัอย่าง 2.2.1 จงหาฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

= 0 n 

2nx +  

วิธีทํา จากอนุกรมเรขาคณติ  

        ∑
∞

= 0 n 

nx  = x1
1
−

           | x | < 1 

คูณด้วย 2x  จะได้  

       ∑
∞

= 0 n 

2nx +  = x1
x2

−
           | x | < 1 

เพราะฉะน้ัน     f(x)  = x1
x2

−
       เมื่อ x ∈ (–1, 1)  

เป็นฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

= 0 n 

2nx +   
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ทฤษฎีบท 2.2.1 ให้ f เป็นฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม  

        ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n           บนช่วงเปิด I  

น่ันคือ      f(x) = ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n       ทุก x ∈ I  

จะได้ว่า f มีอนุพันธทุ์กค่า x ∈ I  
และ  

        f ′(x) = ∑
∞

=1 n 
n nc (x – a) 1n−    ทุก x ∈ I 

 

หมายเหตุ เราสามารถขยายทฤษฎบีทที่ 2.2.1  
ออกไปได้ สาํหรับอนุพันธอ์นัดบัสงูๆ  
กล่าวคอื 

ถ้า     f(x)  = ∑
∞

= 0 n 
nc (x – a)n          เม่ือ x ∈ I 

แล้ว )k(f (x)  = ∑
∞

= k n 
n(n –1) ... (n – k + 1) nc (x – a) kn−   

ทุก k = 1, 2, 3, ... เม่ือ x ∈ I 
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ตวัอย่าง 2.2.2 จงหาฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

=1 n 

2n 1nx −  

วิธีทํา จากอนุกรมเรขาคณติ  

          ∑
∞

= 0 n 

nx   = x1
1
−

          | x | < 1 

หาอนุพันธ ์;  

        dx
d ∑

∞

= 0 n 

nx   = dx
d ( x1

1
−

)       | x | < 1 

         ∑
∞

=1n 
n 1nx −   = 2)x1(

1
−

        | x | < 1 

คูณด้วย x ;     ∑
∞

=1 n 
n nx   = 2)x1(

x
−

       | x | < 1 

หาอนุพันธ ์;   ∑
∞

=1 n 

2n 1nx −   = 
dx
d ( 2)x1(

x
−

) 

               = 4
2

)x1(
x1

−
−  

               = 3)x1(
x1

−
+         | x | < 1 

เพราะฉะน้ัน     f(x) = 3)x1(
x1

−
+       เมื่อ x ∈ (–1, 1)  

เป็นฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

=1 n 

2n 1nx −           

บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

20

ตวัอย่าง 2.2.3 จงหาอนุกรมกาํลังใน x ซ่ึงมฟัีงกชั์นผลบวกเป็น  
      f(x) = 22 )x41(

x
−

        เมื่อ x ∈ (– 2
1 , 2

1) 

วิธีทํา จากอนุกรมเรขาคณติ  

       x1
1
−

  = ∑
∞

= 0 n 

nx             | x | < 1 

แทน x ด้วย 4 2x  ;  

      2x41
1

−
 = ∑

∞

= 0 n 
(4 2x )n         | 4 2x  | < 1 

      2x41
1

−
  = ∑

∞

= 0 n 

n4 n2x           | x | < 
2
1  

หาอนุพันธ ์;  

     dx
d ( 2x41

1
−

) = ∑
∞

= 0 n 
2n n4 1n2x −         | x | < 2

1  

     22 )x41(
x8

−
 = ∑

∞

=1n 
2n n4 1n2x −         | x | < 

2
1  

หารด้วย 8 ;  

     22 )x41(
x

−
 = ∑

∞

=1n 
n 1n4 − 1n2x −        | x | < 2

1  

เพราะฉะน้ันอนุกรมกาํลังใน x ซ่ึงม ีf เป็นฟังกชั์นผลบวก  

คือ ∑
∞

=1 n 
n 1n4 − 1n2x −  เมื่อ x ∈ (– 2

1 , 2
1)            
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2.3 การประมาณค่าโดยใชสู้ตรของเทยเ์ลอร ์
กาํหนด f มีอนุพันธท์ี่จุด x = a  
สาํหรับค่า x ที่อยู่ใกล้ a เราสามารถประมาณค่าของ f(x) ได้ 
โดยใช้เส้นสมัผสัของเส้นโค้ง y = f(x) ที่จุด (a, f(a))  
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2.3.1 
สมการของเส้นสมัผสัคอื y = T(x) = f(a) + f ′(a)(x – a)  
ซ่ึง T(x) เป็นฟังกชั์นพหุนาม ดกีรี 1 ที่ใช้ประมาณค่าของ f(x) 
ณ จุด x ที่อยู่ใกล้ a  
ตวัอย่าง 
       f(x) = 2x    ที่ x = 3 
    f ′(x) = 2x 
    f ′(3) = 6 
      T(x) = f(3) +  f ′(3)(x – 3) = 9 + 6(x – 3) ≈ f(x) 
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บทนยิาม 2.3.1 
ให้ f เป็นฟังกชั์นซ่ึงมีอนุพันธท์ี่จุด x = a  
เรากล่าวว่า 1P (x)  
เป็นพหนุามเทยเ์ลอร ์ดีกรี 1 ของ f กระจายรอบจุด x = a  
กต่็อเม่ือ  
y = 1P (x) คือ เส้นสมัผสัของเส้นโค้ง y = f(x) ที่จุด x = a  
เพราะฉะน้ัน 1P (x) = f(a) + f ′(a)(x – a) 
 

ขอ้สงัเกต จากบทนิยาม 2.3.1 จะเหน็ว่า  
     1P (a) = f(a)  
และ    1P′(a) = f ′(a)  
 
สาํหรับ n > 1  
เราจะสร้างพหุนาม nP (x) เพ่ือใช้ประมาณค่าของ f(x)  
ให้ใกล้เคียง f(x) มากกว่า 1P (x) เมื่อ x มีค่าใกล้ a  
การสร้างต้องอาศยัเงื่อนไขว่า f ′, f ′′, f ′′′, ... , )n(f   
มีค่าที่จุด x = a  
และ  

nP (a) = f(a), nP′ (a) = f ′(a), ... , )n(
nP (a) = )n(f (a) ... (*) 
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ทฤษฎีบท 2.3.1  
สาํหรับจาํนวนจริง a ใด ๆ เราจะได้ว่า พหุนามดกีรี n 
 q(x) = na nx  + 1na −

1nx −  + ... + 1a x + 0a  
สามารถเขยีนอยู่ในรปูของพหุนามใน x – a  
เพราะฉะน้ัน  
q(x)  
= nb (x – a)n  + 1nb − (x – a) 1n−  + ... + 1b (x – a) + 0b   
เมื่อ 0b , 1b , ... , nb  เป็นค่าคงตวั 
 
ตวัอย่าง 
q(x) = 3x + 4 ในรปูของพหุนามใน x – 2 
q(x) = 3(x – 2) + 10 
 
q(x) = 2 2x  + 3x ในรปูของพหุนามใน x – 1 
q(x) = 2(x – 1)2 – 2(x – 1)2 + 2 2x  + 3x 
   = 2(x – 1)2 – 2 2x  – 4x + 2 + 2 2x  + 3x 
   = 2(x – 1)2 – x + 2 
   = 2(x – 1)2 – (x – 1) + 1 

บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

24

ตวัอย่าง 2.3.1  
จงเขยีน q(x) = 4 2x  – 3x + 5 ในรปูพหุนามใน x – 2 
วิธีทํา  
ให้      u = x – 2  
ดงัน้ัน    x = u + 2  
แทนใน q(x) จะได้ 
 q(x)  = 4 2x  – 3x + 5 
     = 4(u + 2)2 – 3(u + 2) + 5 
     = 4( 2u  + 4u + 4) – 3u – 6 + 5 
     = 4 2u + 13u + 15  
     = 4(x – 2)2+ 13(x – 2) + 15           
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กาํหนด f(x) 
การหา 0b , 1b , 2b , ... , nb  ที่สอดคล้องเงื่อนไข 

nP (a) = f(a), nP′ (a) = f ′(a), ... , )n(
nP (a) = )n(f (a) 

เราสามารถหาพหุนาม nP (x) ใน x – a ได้ดงัน้ี 
ให้  

nP (x) = 0b  + 1b (x – a) + 2b (x – a)2 + ... + nb (x – a)n  
เน่ืองจาก nP (a) = f(a) และ nP (a) = 0b   
ดงัน้ัน 0b  = f(a) 
 nP′ (x) = 1b  + 2 2b (x – a) + 3 3b (x – a)2 
        + 4 4b (x – a)3 + ... + n nb (x – a) 1n−  

nP ′′ (x) = 2 2b  + 2⋅3 3b (x – a) + 3⋅4 4b (x – a)2 +  
     + ... + (n – 1)⋅n nb (x – a) 2n−  
 : 
 )1n(

nP − (x) = (n – 1)(n – 2) ⋅⋅⋅ 3⋅2⋅1 1nb −  
         + n(n – 1)(n – 2) ⋅⋅⋅ 3⋅2⋅1 nb (x – a)  
แต่  

nP′ (a) = f ′(a) 

nP ′′ (a) = f ′′(a) 
: 

)n(
nP (a) = )n(f (a)  
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nP′ (a) = f ′(a) 

nP ′′ (a) = f ′′(a) 
: 

)n(
nP (a) = )n(f (a)  
แทนลงในสมการข้างบน 
จะได้  
  f ′(a) = 1b        เพราะฉะน้ัน    1b  = f ′(a) 
  f ′′(a) = 2 2b       เพราะฉะน้ัน   2b  = !2

1 f ′′(a) 
 f ′′′(a) = 3⋅2 3b     เพราะฉะน้ัน   3b  = !3

1 f ′′′(a) 
    : 
  )1n(f − (a) = (n – 1)(n – 2) ... 3⋅2⋅1 1nb −   
              เพราะฉะน้ัน 1nb −  = 

)!1n(
1
−

)1n(f − (a) 
   )n(f (a) = n! nb    เพราะฉะน้ัน   nb  = !n

1 )n(f (a) 
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บทนยิาม 2.3.2  
ให้ f เป็นฟังกชั์น มีอนุพันธท์ี่จุด x = a ถงึอนัดบัที่ n  
เรากล่าวว่า nP (x)  
เป็นพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี n ของ f กระจายรอบจุด x = a  
กต่็อเม่ือ 

nP (x)  
 = f(a) + f ′(a)(x – a) + !2

1 f ′′(a)(x – a)2 
     + !3

1 f ′′′(a)(x – a)3 
     + ... + !n

1 )n(f (a)(x – a)n  

 = ∑
=

n

0 k !k
)a(f )k(
(x – a)k  

 

ในกรณทีี่ a = 0 เราเรียกพหุนามเทย์เลอร์ว่า  
พหนุามแมคลอริน ของ f กระจายในกาํลงัของ x 

In[21]:= Series[1/x, {x, 1, 3}]
Out[21]= 1��x�1���x�1�2��x�1�3�O�x�1�4
In[24]:= Series[x̂ 3+x̂ 2+x+1, {x, 2, 5}]
Out[24]= 15�17�x�2��7�x�2�2��x�2�3�O�x�2�6
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ตวัอย่าง 2.3.2 กาํหนดให้ f(x) = sin x  
จงหา )x(P5  กระจายรอบจุด x = 0  
วิธีทํา  f(x) = sin x      f(0) = 0 
    f ′(x) = cos x    f ′(0) = 1 
    f ′′(x) = –sin x    f ′′(0) = 0 
     f ′′′(x) = –cos x    f ′′′(0) = –1 
   )4(f (x) = sin x    )4(f (0) = 0 
   )5(f (x) = cos x   )5(f (0) = 1 
จะได้ 

5P (x)  = f(0) + f ′(0)x + !2
1 f ′′(0) 2x  

       + !3
1 f ′′′(0) 3x  + !4

1 )4(f (0) 4x  + !5
1 )5(f (0) 5x  

    = 0 + x + 0 – !3
1 3x  + 0 + !5

1 5x  
    = x – !3

1 3x  + !5
1 5x                     

 
หมายเหตุ 

1P (x) = x 
2P (x) = x 
3P (x) = x + !3

1 3x  

4P (x) = x + !3
1 3x  
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ตวัอย่าง 2.3.3 จงหาพหุนามเทย์เลอร์ดกีรี 4 ของ  

f(x) = n x กระจายรอบจุด x = 1 

วิธีทํา    f(x) = n x            f(1) = 0 

    f ′(x) = x
1              f ′(1) = 1 

    f ′′(x) = 2x
1−            f ′′(1) = –1  

   f ′′′(x) = 2 3x−  = 3x
2       f ′′′(1) = 2  

   )4(f (x) = –2⋅3 4x−  = - 4x
!3   )4(f (1) = –3! 

ดงัน้ัน  

4P (x) = f(1) + f ′(1)(x – 1) + !2
1 f ′′(1)(x – 1)2 

      + !3
1 f ′′′(1)(x – 1)3 + !4

1 )4(f (1)(x – 1) 
    = 0 + (x – 1) – !2

1 (x – 1)2 
      + !3

2 f ′′′(1)(x – 1)3 + !4
!3 (x – 1)4 

    = (x – 1) – 2
1(x – 1)2 + 3

1(x – 1)3 – 4
1(x – 1)4 
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ทฤษฎีบท 2.3.1 (ทฤษฎีบทของเทยเ์ลอร)์ 
 ให้ f เป็นฟังกชั์นซ่ึง f ′, f ′′, f ′′′, ... , )n(f   
และ )1n(f +  มีค่าบนช่วงเปิด I และให้ a, b ∈ I  
เราจะได้ว่า มี c อยู่ระหว่าง a กบั b ซ่ึง  
f(b) = f(a) + f ′(a)(b – a) + !2

1 f ′′(a)(b – a)2 + ...  
     + !n

1 )n(f (a)(b – a)n   
     + )!1n(

1
+

)1n(f + (c)(b – a) 1n+  
หมายเหตุ ทฤษฎบีทของเทย์เลอร์อาจกล่าวได้อกีนัยหน่ึงว่า  
ถ้า f เป็นฟังกชั์น ซ่ึง f, f ′, f ′′, ... , )n(f  มีค่าที่จุด x = a  
แล้ว จะมีช่วงเปิด I = (a – δ, a + δ) สาํหรับบางค่า δ > 0  
ซ่ึงสาํหรับแต่ละ x ∈ I จะมี c อยู่ระหว่าง a กบั x ที่ทาํให้ 
f(x) = f(a) + f ′(a)(x – a) + !2

1 f ′′(a)(x – a)2 
    + !3

1 f ′′′(a)(x – a)3 + ... + !n
1 )n(f (a)(x – a)n  

    + )!1n(
1
+

)1n(f + (c)(x – a) 1n+          ... (1) 

เราจะเรียก nR (x) = )!1n(
)c(f )1n(

+

+
(x – a) 1n+  ว่า เศษเหลือ 

และเรียกสมการ (1) ว่า  
สูตรของเทยเ์ลอรพ์รอ้มเศษเหลือ ดีกรี n ของ f ณ จุด a  
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การคํานวณค่าผดิพลาด 
จากการพิจารณาสตูรของเทย์เลอร์พร้อมเศษเหลือ  
เราจะได้ว่า พหุนามเทย์เลอร์ดกีรี n  

nP (x)   = ∑
=

n

0k !k
)a(f )k(
(x – a)k  

     = f(a) + f ′(a)(x – a) + !2
1 f ′′(a)(x – a)2 

        + !3
1 f ′′′(a)(x – a)3  

       + ... + !n
1 )n(f (a)(x – a)n  

เป็นค่าประมาณของ f(x)  
โดยมีความผดิพลาดเท่ากบั nR (x) โดยที่ )0(f (a) = f(a) 
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ตวัอย่าง 2.3.4 กาํหนดให้ f(x) = 3 1x2 −   
จงประมาณค่าของ 3 2  โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์ดกีรี 3 ของ f 
กระจายรอบจุด x = 1 พร้อมทั้งหาขอบเขตของความผดิพลาด
ในการประมาณน้ี 

วิธีทํา  f(x) = 3 1x2 −           = (2x – 1)3
1
 

         f(1) = 1 

       f ′(x) = 3
1(2x – 1) 3

2 − (2)    = 3
2(2x – 1) 3

2 −   
      f ′(1) = 3

2  

      f ′′(x) = –9
4(2x – 1) 3

5 − (2)   = –9
8 (2x – 1) 3

5 −   
     f ′′(1) = –9

8  

    f ′′′(x) = 27
40 (2x – 1) 3

8 − (2)    = 27
80 (2x – 1) 3

8 −   
    f ′′′(1) = 27

80  

     )4(f (x) = – 81
640(2x – 1) 3

11 − (2)  = – 81
1280

3
11

)1x2(

1

−

 

จะได้  

3P (x)   = f(1) + f ′(1)(x – 1) + !2
1 f ′′(1)(x – 1)2 

        + !3
1 f ′′′(1)(x – 1)3 

     = 1 + 3
2(x – 1) – 9

4(x – 1)2 + 81
40(x – 1)3 
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ดงัน้ัน 3 2   = f(1.5) 
       ≈ 3P (1.5) 
       = 1 + 3

2(
2
1) – 9

4(
2
1)2 + 81

40(
2
1)3 

       = 1 + 3
1  – 9

1  + 81
5  

       = 81
592781 +−+  

       = 81
104  

       ≈ 1.283950617 
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การหาค่าคลาดเคลือ่น 

จาก nR (x) = )!1n(
)1x)(c(f 1n)1n(

+
− ++

 เมื่อ c อยู่ระหว่าง 1 กบั x  

จะได้   3R (1.5)   = !4
)5.0)(c(f 4)4(

    เมื่อ 1 < c < 1.5 

            = – )!4(81
)5.0(1280 4

3
11

)1c2(

1

−

 

ดงัน้ัน | 3R (1.5) |   = )!4(81
)5.0(1280 4

3
11

)1c2(

1

−

       ... (1) 

เน่ืองจาก        1 < c < 1.5 
ดงัน้ัน         2 < 2c < 3  
          1 < 2c – 1 < 2  

           1 < (2c – 1) 3
11

< 3
11

2  
            

3
11

2

1  < 
3

11
)1c2(

1

−

 < 1  

จาก (1) จะได้ | 3R (1.5) |  < )!4(81
)5.0(1280 4

  
                = 243

10   
                ≈ 0.0411522634 
เพราะฉะน้ันการประมาณค่า 3 2  ≈ 1.283951  
มีความผดิพลาดไม่เกนิ 0.041152               

บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

35

หมายเหตุ ความผดิพลาด nR (x) จะบอกให้เราทราบว่า  
ค่าประมาณที่ได้มีความถูกต้องอย่างน้อยที่สดุ  
ถงึทศนิยมกี่ตาํแหน่ง  
เช่น ถ้า | nR (x) | ≤ 0.0000005  
แสดงว่า ค่าประมาณที่ได้  
มีความถูกต้องอย่างน้อยที่สดุถงึทศนิยม 5 ตาํแหน่ง 
 
โดยทั่วไป  
ถ้า     | nR (x) | ≤ 

ตัว 1r
05...000.0

+
 

แล้ว    ค่าประมาณที่หาได้มีความถูกต้องถงึทศนิยม r  
     ตาํแหน่งเป็นอย่างน้อย 
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ตวัอย่าง 2.3.5 กาํหนดให้ f(x) = n(1 + x)  
จงหาค่าประมาณของ f( 2

1) โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์  
ให้มีความถูกต้องถงึทศนิยมตาํแหน่งที่สอง 
วิธีทํา หา nP (x) รอบจุด x = 0  

     f(x) = n(1 + x)      f(0) = n 1 = 0 

   f ′(x) = x1
1
+

        f ′(0) = 1  
   f ′′(x) = 2)x1(

1
+
−        f ′′(0) = –1 

   f ′′′(x) = 3)x1(
2

+
    f ′′′(0) = 2! 

   )4(f (x) = 4)x1(
32

+
− ⋅      )4(f (0) = –3!  

   )5(f (x) = 5)x1(
432

+
⋅⋅       )5(f (0) = 4! 

    : 

  )n(f (x) = n

1n

)x1(
)!1n()1(

+

−− −
 

  )n(f (0) = (–1) 1n− (n – 1)! 

 )1n(f + (x) = 1n

n

)x1(
!n)1(
++

−  

)1n(f + (c) = 1n

n

)c1(
!n)1(

++
−  
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การหา n ทีทํ่าใหค่้าประมาณถูกตอ้งถงึทศนยิมตําแหน่งที ่2 
 

เพราะฉะน้ันต้องหาค่า n ที่ทาํให้ | nR (2
1) | ≤ 0.0005 

พิจารณา  
    | nR (x) |   = | 1n

)1n(
x)!1n(

)c(f +
+

+
 | 

           = | 1n

n

)c1()!1n(
!n)1(

+++

−  | | 1nx +  |  

เมื่อ c อยู่ระหว่าง 0 กบั x  
เมื่อ 0 < c < 2

1     
 | nR (

2
1) |   = | 1n)c1)(1n(

1
+++

 | | 1n2
1
+  | 

         = 1n2)1n(
1

++ 1n)c1(
1

++
          ... (1) 

เน่ืองจาก      0 < c < 2
1   

ดงัน้ัน       1 < 1 + c < 2
3  

       1 < (1 + c) 1n+  < ( 2
3) 1n+  

        (3
2) 1n+  < 1n)c1(

1
++

 < 1  

แทนใน (1) จะได้      | nR ( 2
1) |  < 1n2)1n(

1
++

 

ดงัน้ันหากต้องการ     | nR ( 2
1) |  ≤ 0.0005  

ต้องหาค่า n ที่ทาํให้   1n2)1n(
1

++
  ≤ 0.0005  
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โดยการทดลองแทนค่า n = 1, 2, 3, ... จะพบว่า 
เมื่อ n = 6 จะได้  
             727

1
⋅

 ≈ 0.001116  

เมื่อ n = 7 จะได้  
             828

1
⋅

 ≈ 0.000488 < 0.0005  

ดงัน้ันเราใช้ n = 7  
จะได้  

7P (x)   = x – 2
x2  + 3

x3  – 4
x4  + 5

x5  – 6
x6  + 7

x7  

7P ( 2
1) 

  = 2
1  – 222

1
⋅

 + 323
1
⋅

 – 424
1
⋅

 + 525
1
⋅

 – 626
1
⋅

 + 727
1
⋅

 

  = 2
1  – 8

1  + 24
1  – 64

1  + 160
1  – 384

1  + 896
1  

  ≈ 0.405803571 

ดงัน้ัน n(2
3) ≈ 0.405804  

โดยมีความถูกต้องถงึทศนิยมตาํแหน่งที่สอง           
หมายเหตุ ค่าจริงโดยเคร่ืองคดิเลข 
 ln 1.5( ) 0.405465108108164=
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การประมาณค่าอินทิกรลัโดยใชสู้ตรของเทยเ์ลอร ์
ให้ y = f(x) สามารถเขยีนสตูรของเทย์เลอร์ได้บน [a, b] เป็น 
           f(x) = nP (x) + nR (x) 

เพราะฉะน้ัน  ∫
b

a
f(x) dx = ∫

b

a
nP (x) dx + ∫

b

a
nR (x) dx 

ถ้าอนิทกิรัลแต่ละตวัทางขวามือมีค่า จะได้ว่า  

 | ∫
b

a
f(x) dx – ∫

b

a
nP (x) dx |  = | ∫

b

a
nR (x) dx | 

                 ≤ ∫
b

a
| nR (x) | dx 

แต่  

nR (x) = )!1n(
)c(f )1n(

+

+
(x – 0x ) 1n+  เม่ือ c อยู่ระหว่าง 0x  กบั x  

ถ้าเราสามารถหา M > 0 ที่ทาํให้  
       | )1n(f + (x) |  ≤ M   สาํหรับทุกค่า x ∈ [a, b]  
เราจะได้ว่า  | )1n(f + (c) |  ≤ M ด้วย  

และ    ∫
b

a
| nR (x) | dx  ≤ )!1n(

M
+

 ∫
b

a
| x – 0x  | 1n+  dx 

จะเหน็ว่าเมื่อ n มีค่ามากขึ้นพจน์ทางขวามือจะมีค่าน้อยลง  

ซ่ึงแสดงว่าค่า ∫
b

a
f(x) dx มีค่าใกล้เคียงกบั ∫

b

a
nP (x) dx  

เราจึงใช้ ∫
b

a
nP (x) dx ประมาณค่า ∫

b

a
f(x) dx ได้  
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ตวัอย่าง 2.3.6 กาํหนดให้ f(x) = sin x  

จงประมาณค่าของ ∫
1

0
x sin x dx  

โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์ดกีรี 5 ของ f รอบจุด 0  
พร้อมทั้งหาขอบเขตของความผดิพลาดในการประมาณน้ี 
วิธีทํา จากตวัอย่าง 2.3.2 จะได้ว่า  
        5P (x) = x – !3

x3  + !5
x5  

จากสตูรของเทย์เลอร์ของ f จะได้  
         sin x  = x – !3

x3  + !5
x5  + 5R (x) 

ดงัน้ัน    x sin x  = 2x  – !3
x4  + !5

x6  + x 5R (x) 
และ  

  ∫
1

0
x sin x dx = ∫

1

0
( 2x  – !3

x4  + !5
x6 ) dx + ∫

1

0
x 5R (x) dx 

เพราะฉะน้ัน  

   ∫
1

0
x sin x dx ≈ ∫

1

0
( 2x  – !3

x4  + !5
x6 ) dx  

โดยมีความผดิพลาด = | ∫
1

0
x 5R (x) dx | 
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จะได้ ∫
1

0
x sin x dx ≈ ∫

1

0
( 2x  – !3

x4  + !5
x6 ) dx 

          = ∫
1

0
( 2x  – 6

x4  + 120
x6 ) dx 

          = [ 3
x3  – 30

x5  + 840
x7 ] 0x

1x
=
=  

          = 3
1  – 30

1  + 840
1  

          ≈ 0.301190476 
และ  

| ∫
1

0
x 5R (x) dx |  ≤ ∫

1

0
| x 5R (x) | dx 

          = ∫
1

0
| !6

x)c(fx
6)6(
 | dx    เมื่อ 0 < c < 1 

          = !6
1 ∫

1

0
| )6(f (c) | 7x  dx 

แต่       )6(f (x)  = –sin x 
ดงัน้ัน    | )6(f (c) |  = | –sin c | ≤ 1  

จะได้ | ∫
1

0
x 5R (x) dx | ≤ !6

1  ∫
1

0
| )6(f (c) | 7x  dx 

             ≤ !6
1  ∫

1

0
(1) 7x  dx 

             = !6
1  ∫

1

0

7x  dx 
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             = !6
1 [ 8

x8 ] 0x
1x

=
=  

             = !68
1
⋅

 
             = 5760

1  
             ≈ 0.000173611 

เพราะฉะน้ัน ∫
1

0
x sin x dx ≈ 0.301190  

โดยมีความผดิพลาดไม่เกนิ 0.000174            
 

หมายเหตุ โดยการอนิทเิกรตจะได้ว่า  
  ∫ x sin x dx  = sin x – x cos x + c 

   ∫
1

0
x sin x dx = [sin x – x cos x] 0x

1x
=
=  

         = (sin 1 – cos 1) – (sin 0 – 0 cos 0) 
         = sin 1 – cos 1 
         = 0.841471 – 0.540302 
         = 0.301169 
เพราะฉะน้ัน  
| ค่าจริง – ค่าประมาณ |  = | 0.301169 – 0.301190 |  
              = 0.000021 
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2.4 อนุกรมเทยเ์ลอร ์
บทนยิาม 2.4.1  
ให้ f เป็นฟังกชั์นซ่ึง f และ อนุพันธทุ์กอนัดบัของ f มค่ีาที่จุด a  
อนุกรมกาํลังในรปู 
f(a) + f ′(a)(x – a) + !2

1 f ′′(a)(x – a)2 
     + !3

1 f ′′′(a)(x – a)3 + ... + 
!n

1 )n(f (a)(x – a)n  + ... 
เรียกว่า อนุกรมเทยเ์ลอร ์ของ f รอบจุด a  
และเมื่อ a = 0 จะเรียกอนุกรมน้ีว่า อนุกรมแมคลอริน 
 

หมายเหตุ เมื่อให้ )0(f (a) = f(a)  

เราจะเขยีนอนุกรมเทย์เลอร์ได้เป็น ∑
∞

= 0 n !n
)ax)(a(f n)n( −  

บทที ่2 
อนุกรมกําลงั 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

44

ตวัอย่าง 2.4.1 จงหาอนุกรมเทย์เลอร์ของ f(x) = x
1  รอบจุด 1 

วิธีทํา f(x) = x
1  , f(1) = 1 

  f ′(x) = 2x
1−           f ′(1) = –1 

 f ′′(x) = 3x
2         f ′′(1) = 2 

 )3(f (x) = 4x
6−       )3(f (1) = –6 

 )4(f (x) = 5x
24        )4(f (1) = 24 

 )5(f (x) = 6x
120−      )5(f (1) = –120 

 : 
เพราะฉะน้ัน อนุกรมเทย์เลอร์ของ f รอบจุด 1 คือ 
f(1) + f ′(1)(x – 1) + !2

1 f ′′(1)(x – 1)2 
    + !3

1 f ′′′(1)(x – 1)3 + !4
1 )4(f (1)(x – 1)4 

    + !5
1 )5(f (1)(x – 1)5 + ... 

= 1 + (–1)(x – 1) + !2
1 (2)(x – 1)2 

   + !3
1 (–6)(x – 1)3 + !4

1 (24)(x – 1)4  
   + !5

1 (–120)(x – 1)5 + ... 
= 1 – (x – 1) + (x – 1)2 – (x – 1)3 + (x – 1)4  
  – (x – 1)5 + ...                       
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ทฤษฎีบท 2.4.1 ให้ f มีสตูรของเทย์เลอร์พร้อมเศษเหลือ เป็น  

 f(x) = ∑
=

n

0 k !k
)ax)(a(f k)k( −  + nR (x) 

จะได้ว่า  

f(x) = ∑
∞

= 0 n !n
)ax)(a(f n)n( −  กต่็อเม่ือ 

∞→n
lim  | nR (x) | = 0 

 
พจิารณา f(x) = xe  
จะได้ว่า    )k(f (x) = xe   
และ      )k(f (0) = 1      ทุก k = 0, 1, 2, ... 
เพราะฉะน้ัน  
     xe  = 1 + x + !2

x2  + !3
x3  + ... + !n

xn  + nR (x) 

เมื่อ    nR (x) = )!1n(
xe 1nc

+
+   

และ c อยู่ระหว่าง 0 กบั x 
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การแสดงว่า 
∞→n

lim  | nR (x) | = 0 ทุก x ∈ R 

ให้ m ∈ N ซ่ึง m > 2 | x |  
เพราะฉะน้ัน สาํหรับ n ∈ N ซ่ึง n > m จะได้ว่า 

2
1  > | 1m

x
+

 | > | 2m
x
+

 | > ... > | 1n
x
+

 |  ... (1) 
และ  0  ≤ | nR (x) | 
     = ce | )1n

x)...(2m
x)(1m

x)(1m
x(m...21

x...xx
++++⋅⋅⋅

⋅⋅⋅  |  

     = ce ( !m
xm )| )1n

x)...(2m
x)(1m

x)(1m
x(

++++
 |  

     ≤ ce ( !m
xm )| )2

1)...(2
1)(2

1)(2
1(  |         จาก (1) 

     = !m
|x|e m|x|

( 2
1) 1mn +−     (เพราะว่า | c | ≤ | x |) 

    = !m2
|x2|e m|x|

( 2
1)n  

เพราะว่า 
∞→n

lim (2
1)n  = 0  

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim !m2
|x2|e m|x|

( 2
1)n  = 0 

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ 8.  
จะได้ว่า 

∞→n
lim | nR (x) | = 0 ทุก x ∈ R  

เพราะฉะน้ัน  
xe  = 1 + x + !2

x2  + !3
x3  + ... + !n

xn  + ... = ∑
∞

= 0 n !n
xn   

ทุก x ∈ R 
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ตวัอย่างฟังกช์นัทีส่ามารถเขียนไดใ้นรูปอนุกรมเทยเ์ลอร ์

   sin   = x – !3
x3  + !5

x5  – !7
x7  + ... + )!1n2(

x)1( 1n2n

+
− +

 + ...  

      = ∑
∞

= 0 n )!1n2(
x)1( 1n2n

+
− +

           ทุก x ∈ R 

   cos x = 1 – !2
x2  + !4

x4  – !6
x6  + ... + )!n2(

x)1( n2n−  + ...  

      = ∑
∞

= 0 n )!n2(
x)1( n2n−             ทุก x ∈ R 

    xe   = 1 + x + !2
x2  + !3

x3  + ... + !n
xn  + ...  

      = ∑
∞

= 0 n !n
xn                ทุก x ∈ R 
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ตวัอย่าง 2.4.2 จงหาฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

= 0 n !n
x 1n2 +  

วิธีทํา เพราะว่า     ∑
∞

= 0 n !n
xn  = xe        , x ∈ R 

แทน x ด้วย 2x  ;    ∑
∞

= 0 n !n
x n2  = 2xe      , 2x  ∈ R 

คูณด้วย x ;       ∑
∞

= 0 n !n
x 1n2 +  = x 2xe    , x ∈ R 

แสดงว่า         f(x) = x 2xe   

เมื่อ x ∈ R เป็นฟังกชั์นผลบวกของอนุกรม ∑
∞

= 0 n !n
x 1n2 +   
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การหาอนุกรมเทยเ์ลอร ์โดยใช ้MATHCAD 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ex series x, 4, 1 1 x⋅+
1
2

x2⋅+
1
6

x3⋅+→

ex series x, 5, 1 1 x⋅+
1
2

x2⋅+
1
6

x3⋅+
1
24

x4⋅+→

cos x( ) series x, 8, 1 1
2

x2⋅−
1
24

x4⋅
1

720
x6⋅−+→

cos x( ) series x, 10, 1 1
2

x2⋅−
1
24

x4⋅
1

720
x6⋅−+

1
40320

x8⋅+→

sin x( ) series x, 8, 1 x⋅ 1
6

x3⋅−
1

120
x5⋅

1
5040

x7⋅−+→

sin x( ) series x, 10, 1 x⋅ 1
6

x3⋅−
1

120
x5⋅

1
5040

x7⋅−+
1

362880
x9⋅+→

atan x( ) series x, 7, 1 x⋅ 1
3

x3⋅−
1
5

x5⋅+→

ln x 1+( ) series x, 7, 1 x⋅ 1
2

x2⋅−
1
3

x3⋅
1
4

x4⋅−+
1
5

x5⋅
1
6

x6⋅−+→

x 1+ series x, 5, 1 1
2

x⋅ 1
8

x2⋅−+
1
16

x3⋅
5

128
x4⋅−+→

asin x( ) series x, 9, 1 x⋅ 1
6

x3⋅+
3
40

x5⋅+
5

112
x7⋅+→
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การหาอนุกรมเทยเ์ลอร ์โดยใช ้MATHEMATICA 
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การหาอนุกรมเทยเ์ลอรโ์ดยใช ้MAPLE 
> series(sin(x), x=0, 10 ); 

 −  +  −  +  + x 1
6 x

3 1
120 x

5 1
5040 x

7 1
362880 x

9 ( )O x10  

> series(cos(x), x=0, 8 ); 
 −  +  −  + 1 1

2 x
2 1

24 x
4 1

720 x
6 ( )O x8  

> series(tan(x), x=0, 6 ); 
 +  +  + x 1

3 x
3 2

15 x
5 ( )O x7  

> series(ln(x), x=1, 5 ); 
 −  +  −  +  − x 1 1

2 ( ) − x 1 2 1
3 ( ) − x 1 3 1

4 ( ) − x 1 4 ( )O ( ) − x 1 5  

> series(arctan(x), x=0, 8 ); 
 −  +  −  + x 1

3 x
3 1

5 x
5 1

7 x
7 ( )O x8  

> series(arccos(x), x=0, 8 ); 
 −  −  −  −  + 

π
2 x 1

6 x
3 3

40 x
5 5

112 x
7 ( )O x8  

> series(arcsin(x), x=0, 8 ); 
 +  +  +  + x 1

6 x
3 3

40 x
5 5

112 x
7 ( )O x8  

> series(1/x, x=1, 4 ); 
 −  +  −  + 1 ( ) − x 1 ( ) − x 1 2 ( ) − x 1 3 ( )O ( ) − x 1 4  

> series(ln(x), x=1, 6 ); 
 −  +  −  +  +  − x 1 1

2 ( ) − x 1 2 1
3 ( ) − x 1 3 1

4 ( ) − x 1 4 1
5 ( ) − x 1 5 ( )O ( ) − x 1 6
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การหาอนุกรมเทยเ์ลอรโ์ดยใช ้MAPLE 
> series(1/(1+2*x), x=0, 5 ); 

 −  +  −  +  + 1 2 x 4 x2 8 x3 16 x4 ( )O x5  

> series(x^4+4*x^2-4*x, x=1, 8 ); 
 +  +  +  + 1 8 ( ) − x 1 10 ( ) − x 1 2 4 ( ) − x 1 3 ( ) − x 1 4  

> series(1/sqrt(x), x=1, 4 ); 
 −  +  −  + 1 1

2 ( ) − x 1 3
8 ( ) − x 1 2 5

16 ( ) − x 1 3 ( )O ( ) − x 1 4  

> series(ln(x), x=1, 5 ); 
 −  +  −  +  − x 1 1

2 ( ) − x 1 2 1
3 ( ) − x 1 3 1

4 ( ) − x 1 4 ( )O ( ) − x 1 5  

> series(sin(2*x), x=0, 8 ); 
 −  +  −  + 2 x 4

3 x
3 4

15 x
5 8

315 x
7 ( )O x8  

> series((1+x)^(2/3), x=0, 5 ); 
 +  −  +  −  + 1 2

3 x
1
9 x

2 4
81 x

3 7
243 x

4 ( )O x5  

> series((x+4)^4, x=1, 5 ); 
 +  +  +  + 625 500 ( ) − x 1 150 ( ) − x 1 2 20 ( ) − x 1 3 ( ) − x 1 4  

> series(x^5, x=1, 6 ); 
 +  +  +  +  + 1 5 ( ) − x 1 10 ( ) − x 1 2 10 ( ) − x 1 3 5 ( ) − x 1 4 ( ) − x 1 5  

> series(ln(x+2), x=-1, 6 ); 
 −  +  −  +  +  + x 1 1

2 ( ) + x 1 2 1
3 ( ) + x 1 3 1

4 ( ) + x 1 4 1
5 ( ) + x 1 5 ( )O ( ) + x 1 6
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