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3.1 พกิดัฉากในปริภูมิสามมิติ 
การบอกตาํแหน่งของจุดในปริภมูิสามมิตวิิธ ีเราใช้ที่อ้างองิเป็น
เส้นตรงสามเส้น (เรียกว่า แกน X แกน Y และแกน Z)  
ซ่ึงตดัและตั้งฉากซ่ึงกนัและกนัที่จุด O  
เราเรียกแกนทั้งสามว่า แกนพกิดัฉาก  
เรียกจุด O ว่า จุดกาํเนดิ  
เรียกระนาบที่ผ่านแกน X และแกน Y ว่า ระนาบ XY  
เรียกระนาบที่ผ่านแกน Y และแกน Z ว่า ระนาบ YZ  
เรียกระนาบที่ผ่านแกน X และแกน Z ว่า ระนาบ XZ  
และเรียกระนาบทั้งสามว่า ระนาบพกิดัฉาก  
ดงัรปูที่ 3.1.1 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.1 
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ระนาบพิกดัฉากจะตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั 
และแบ่งปริภมูสิามมิตอิอกเป็น 8 ส่วน  
เรียกว่า อฐัภาค ดงัรปูที่ 3.1.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.2 

บทที่ 3 
ปริภูมิสามมิติ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

4

การเลือกทศิทางที่เป็นบวกบนแกนพิกดัฉาก เรานิยมใช้  
กฎมือขวา  
กล่าวคอื  
ถ้าเราวางมือขวาโดยให้น้ิวหัวแม่มือ น้ิวช้ี และน้ิวกลาง  
อยู่ในลักษณะตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั  
ให้ 
นิ้ วหวัแม่มือ   ช้ีไปใน  ทิศทางทีเ่ป็นบวกของแกน X  
    นิ้ วช้ี   ช้ีไปใน  ทิศทางทีเ่ป็นบวกของแกน Y  
และ นิ้ วกลาง  ช้ีไปใน  ทิศทางทีเ่ป็นบวกของแกน Z  
ระยะบนแกนพิกดัฉากในทศิทางที่กล่าวมาน้ีจะเป็นบวก 
และระยะบนแกนพิกดัฉากในทศิทางที่ตรงข้ามกบัที่กล่าวมาน้ี
เป็นลบ  
ตวัอย่างดงัรปูที่ 3.1.3  
เราจะใช้แบบหน่ึงแบบใดกไ็ด้ตามความเหมาะสม 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.3 
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ให้ P เป็นจุดในปริภมูิสามมิต ิ
เราจะบอกตาํแหน่งของจุด P ด้วยลาํดบัของสามจาํนวนจริง (x, 
y, z) เราเรียก x, y และ z ว่า ส่วนประกอบที ่1, 2 และ 3  
ของ (x, y, z) ตามลาํดบั และเรียก (x, y, z) ว่าพกิดัฉาก ของ
จุด P ซ่ึงเราจะหาส่วนประกอบทั้งสามได้ดงัน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.4 
รปูที่ 3.1.4 แสดงจุด P ในปริภมูิสามมิต ิ
จากจุด P ลากเส้นขนานกบัแกน Z พบระนาบ XY ที่จุด Q  
ระยะ PQ = z 
จากจุด Q ลากเส้นขนานกบัแกน Y พบแกน X ที่จุด A  
ระยะ OA = x 
จากจุด Q ลากเส้นขนานกบัแกน X พบแกน Y ที่จุด B  
ระยะ OB = y 
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รูปที ่3.1.4 
ขอ้สงัเกต 
1. จุด Q คือ ภาพฉายของจุด P บนระนาบ XY  
  และพิกดัของ Q คือ (x, y, 0) 
2. จุด  A(x, 0, 0) คือ ภาพฉายของจุด P บนแกน X 
  จุด  B(0, y, 0) คือ ภาพฉายของจุด P บนแกน Y  
  จุด  C(0, 0, z) คือ ภาพฉายของจุด P บนแกน Z 
 
หมายเหตุ  
เราใช้สญัลักษณ ์ 3R  แทนเซตของลาํดบัของสามจาํนวนจริง  
หรือเซตของจุดในปริภมูิสามมิต ิ
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ตวัอย่าง 3.1.1  
จงเขยีนกราฟในปริภมูิสามมิต ิแสดงตาํแหน่งของจุด 
   1. P(5, 8, 7)      2. Q(–4, 6, –6)  
   3. S(–6, –9, –8)    4. T(4, –4, 4) 
วิธีทํา  
1. การแสดงตาํแหน่งของจุด P(5, 8, 7) 
  จากจุด O ไปยังจุด A ตามแนวแกน X ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 5 หน่วย 
  จากจุด A ไปยังจุด B ขนานกบัแกน Y ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 8 หน่วย 
  จากจุด B ไปยังจุด P ขนานกบัแกน Z ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 7 หน่วย 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.5 
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2. การแสดงตาํแหน่งของจุด Q(–4, 6, –6) 
  จากจุด O ไปยังจุด A ตามแนวแกน X ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 4 หน่วย 
  จากจุด A ไปยังจุด B ขนานกบัแกน Y ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 6 หน่วย 
  จากจุด B ไปยังจุด Q ขนานกบัแกน Z ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 6 หน่วย 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.6 
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3. การแสดงตาํแหน่งของจุด S(–6, –9, –8) 
  จากจุด O ไปยังจุด A ตามแนวแกน X ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 6 หน่วย 
  จากจุด A ไปยังจุด B ขนานกบัแกน Y ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 9 หน่วย 
  จากจุด B ไปยังจุด S ขนานกบัแกน Z ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 8 หน่วย 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.7 
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4. การแสดงตาํแหน่งของจุด T(4, –4, 4) 
  จากจุด O ไปยังจุด A ตามแนวแกน X ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 4 หน่วย 
  จากจุด A ไปยังจุด B ขนานกบัแกน Y ทางด้านลบ 
  เป็นระยะทาง 4 หน่วย 
  จากจุด B ไปยังจุด T ขนานกบัแกน Z ทางด้านบวก 
  เป็นระยะทาง 4 หน่วย 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.8 
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3.2 เวกเตอรใ์นปริภูมิสามมิติ 
3.2.1 ความหมายของเวกเตอรใ์นปริภูมิสามมิติ 
เวกเตอร ์คือ ปริมาณที่มีทั้งขนาดและทศิทาง  
 
 
 
เราใช้ส่วนของเส้นตรงที่เช่ือมโยงระหว่างจุดสองจุด และ มีหัว
ลูกศรกาํกบัแทนเวกเตอร์  
 

ให้ความยาวของส่วนของเส้นตรงแทนขนาด และ หัวลูกศรบอก
ทศิทางของเวกเตอร์ 
 

เราใช้สญัลักษณ ์ PQ  แทนส่วนของเส้นตรงที่มีทศิทาง หรือ 
เวกเตอร์ที่มี P เป็นจุดเร่ิมต้น และ Q เป็นจุดสิ้นสดุ มีทศิทาง
จากจุด P ไปยังจุด Q  
 
 
 
ใช้สญัลักษณ ์|| PQ  ||  
แทนความยาวของ PQ  หรือขนาดของ PQ   
เวกเตอร์สองเวกเตอร์ เท่ากนั  
กต่็อเม่ือ เวกเตอร์ทั้งสองมีขนาดเท่ากนั และ มีทศิทางเดยีวกนั 
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รูปที ่3.2.1 
เวกเตอร์ต่างๆ ที่เท่ากนั ซ่ึงในบรรดาเวกเตอร์เหล่าน้ีจะมีอยู่
เวกเตอร์หน่ึงเสมอที่มีจุดเร่ิมต้นเป็นจุดกาํเนิด  
 

เพราะฉะน้ัน เราแทนเวกเตอร์ในปริภมูิสามมิตไิด้ด้วย ส่วนของ
เส้นตรงที่มีทศิทางโดยมีจุดเร่ิมต้นเป็นจุดกาํเนิด 
ในรูปที ่3.2.1 เวกเตอรเ์หล่านี้ ถอืว่าคือ OA 
เพราะว่า บรรดาส่วนของเส้นตรงที่มีทศิทางเหล่าน้ี ต่างมี
จุดเร่ิมต้นที่กาํหนดไว้แน่นอนคือ จุดกาํเนดิ  
เพราะฉะน้ันเราบอกแต่ละส่วนของเส้นตรงที่มีทศิทางเช่นน้ีได้
ด้วยจุดปลายของเวกเตอร์  
ขอ้ตกลง เราใช้สญัลักษณ ์A  แทน OA 
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ขอ้ตกลง  
สาํหรับจุด P ใดๆ ใน 3R  เราจะใช้สญัลักษณ ์P   
เขยีนแทน OP  
เพราะว่าเราแทนจุดใน 3R  ด้วยลาํดบัของสามจาํนวนจริง เช่น  
ถ้า P มีพิกดัฉากเป็น (x, y, z) เรากแ็ทน P ได้ด้วย  
เราจึงอาจใช้ (x, y, z) แทน P  กไ็ด้  
 

บทนยิาม 3.2.1 ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ) เป็นเวกเตอร์ใน 3R   
เราเรียก 1a , 2a , 3a  ว่า ส่วนประกอบ ของ A   
ตามแกน X แกน Y และแกน Z ตามลาํดบั 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.2 
โดยใช้ความสมัพันธข์องด้าน 
ของรปูสามเหล่ียมมุมฉาก OPQ และ OAQ จะได้ว่า  
ความยาวของ OA คือ 2

3
2
2

2
1 aaa ++   

เพราะฉะน้ัน        || A  || = 2
3

2
2

2
1 aaa ++  
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บทนยิาม 3.2.2 เราเรียกเวกเตอร์ที่มีส่วนประกอบทุกตวัเป็น
ศนูย์ว่า เวกเตอรศู์นย ์ 
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์O เพราะฉะน้ัน O = (0, 0, 0) 
บทนยิาม 3.2.3 ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ) ≠ O เป็นเวกเตอร์ที่ทาํ
มุม α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน Z ทางด้านบวก
ตามลาํดบั โดยที่ α, β, γ มีค่าตั้งแต่ 0 ถงึ π  
เราเรียก α, β, γ ว่า มุมแสดงทิศทางของ A   
และเรียก cos α, cos β, cos γ ว่า โคไซนแ์สดงทิศทางของ A  
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.3 
รปูที่ 3.2.3 แสดง A  ซ่ึงมีมุมแสดงทศิทางเป็น α, β, γ  
พิจารณารปูสามเหล่ียม OAM จะเหน็ว่า AM̂O  เป็นมุมฉาก  
เพราะฉะน้ัน cos γ = 

||||

||||

OA
OM  = 

|||| A
a3  
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รูปที ่3.2.3 
ลาก AP และ AQ  
จากรปูสามเหล่ียมมุมฉาก OAP และ OAQ จะได้ว่า 
              cos α = 

|||| A
a1  

และ             cos β = 
|||| A

a2  

เพราะฉะน้ัน         cos α = 
|||| A

a1  

              cos β = 
|||| A

a2  

               cos γ = 
|||| A

a3  
และ   α2cos  + β2cos  + γ2cos  = 1 
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ตวัอย่าง 3.2.1 กาํหนดให้ A  = (–1, 2 , 1)  
จงหาขนาดและมุมแสดงทศิทางของ A  
วิธีทํา 
|| A  || = 222 1)2()1( ++−  = 4  = 2 
ให้ A  ทาํมุม α, β, γ กบัแกน X, แกน Y, แกน Z ทางด้านบวก
ตามลาํดบั  
เราจะได้ 
 cos α = 

|||| A
a1  = – 2

1    เพราะฉะน้ัน α = 3
2π  

 cos β = 
|||| A

a2  = 2
2    เพราะฉะน้ัน β = 4

π  

 cos γ = 
|||| A

a3  = 2
1     เพราะฉะน้ัน γ = 3

π            
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3.2.2 พชีคณิตเวกเตอร ์
บทนยิาม 3.2.4  
ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ), B = ( 1b , 2b , 3b ) และ k ∈ R 
1. A  = B กต่็อเม่ือ 1a  = 1b , 2a  = 2b  และ 3a  = 3b  
2. การบวกเวกเตอร์ A  + B = ( 1a  + 1b , 2a  + 2b , 3a  + 3b ) 
3. การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ kA  = (k 1a , k 2a , k 3a ) 
หมายเหตุ  1. ถ้า D  = A  + B  
แล้ว D  จะแทนด้วยส่วนของเส้นตรงที่มีทศิทาง ซ่ึงเป็นเส้นทแยง 
มุมของรปูสี่เหล่ียมด้านขนานที่มี A  และ B เป็นด้านประชิด 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.4 
2. ถ้า D  = kA  แล้ว D  จะเป็นเวกเตอร์ซ่ึงขนานกบั A   
โดย     มีทศิทางเดยีวกบั A           เมื่อ k > 0  
และ     มีทศิทางตรงข้ามกบั A          เมื่อ k < 0  
และ      || kA  || = | k | || A  ||  
ในกรณทีี่ k = –1 เราเรียก (–1)A  ว่า นเิสธ ของ A   
และนิยมเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์–A  
บทนยิาม 3.2.5 A  – B = A  + (–B) 
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ตวัอย่าง 3.2.2  
กาํหนดให้ A  = (2, –1, 3)  
และ B = (1, 2, –1)  
จงหา 2A  – B 
วิธีทํา 2A– B   = 2(2, –1, 3) – (1, 2, –1) 
          = (4, –2, 6) + (–1, –2, 1) 
          = (4 – 1, –2 – 2, 6 + 1) 
          = (3, –4, 7)                 
 

ขอ้สงัเกต AB = B – A  
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สมบติัของการบวกเวกเตอรแ์ละการคูณเวกเตอรด์ว้ยสเกลาร ์
 

ให้ A , B, C เป็นเวกเตอร์ใน 3R  และ c, k ∈ R  
จะได้ว่า 
 1. A  + B = B + A  
 2. (A  + B) + C = A  + (B + C) 
 3. A  + O = A  
 4. A  + (–A) = O 
 5. (ck)A  = c(kA) = k(cA) 
 6. c(A  + B) = cA  + cB 
 7. (c + k)A  = cA  + kA  
 8. 1A  = A  
 9. 0A  = O 
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3.2.3 เวกเตอรห์น่วย 
บทนยิาม 3.2.6 เราเรียกเวกเตอร์ที่มีขนาดหน่ึงหน่วยว่า 
เวกเตอรห์น่วย 
ให้ A  เป็นเวกเตอร์ใน 3R  ซ่ึง A  ≠ O  
จะเหน็ได้ว่า     |||| A

A   เป็นเวกเตอร์ที่มีทศิทางเดยีวกบั A  

และมีขนาดเป็น   || |||| A
A  || = |||| A

1 || A  || = 1  

เพราะฉะน้ัน  เวกเตอร์หน่วยในทศิทางของ A  คือ |||| A
A   

และ เวกเตอร์หน่วยในทศิทางตรงข้ามกบั A  คือ – |||| A
A  

 
ตวัอย่าง 3.2.3 ให้ A(1, 2, –1) และ B(2, 4, 1) เป็นจุดใน 

3R  จงหาเวกเตอร์หน่วยในทศิทางของ AB 
วิธีทํา  AB  = B – A   
       = (2, 4, 1) – (1, 2, –1) 
       = (1, 2, 2) 
   || AB ||  = 222 221 ++   = 9    = 3 
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์หน่วยในทศิทางของ AB คือ 
      

|||| AB
AB   = 3

)2 ,2 ,1(   

       = (3
1 , 3

2 , 3
2)                    
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เวกเตอรห์น่วยในทิศทางบวก ของแกน X แกน Y และแกน Z  
 

เวกเตอร์หน่วยที่สาํคัญคือ เวกเตอร์หน่วยในทศิทางบวกของ
แกน X แกน Y และแกน Z  
และเราจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ i , j , k  ตามลาํดบั  
กล่าวคอื เราให้ 
      i  = (1, 0, 0) 
      j  = (0, 1, 0) 
      k  = (0, 0, 1) 
ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ) เป็นเวกเตอร์ใน 3R   
เราจะได้ว่า 
    A    = ( 1a , 2a , 3a ) 
       = ( 1a , 0, 0) + (0, 2a , 0) + (0, 0, 3a ) 
       = 1a (1, 0, 0) + 2a (0, 1, 0) + 3a (0, 0, 1) 
       = 1a i  + 2a j  + 3a k  
 
ตวัอย่างเช่น  
        (2, 3, 6) = 2 i  + 3 j  + 6k  
    (–3, 6, –12) = –3 i  + 6 j  – 12k  
       (0, 3, –1) = 3 j  – k  
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3.2.4 ผลคูณเชิงสเกลาร ์
บทนยิาม 3.2.7  
ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ) และ B = ( 1b , 2b , 3b ) เป็นเวกเตอร์ใน 

3R   
ผลคูณเชิงสเกลาร ์ของ A  และ B  
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์A ⋅B มีค่าดงัน้ี 
     A ⋅B = 1a 1b  + 2a 2b  + 3a 3b  
 

สมบตัเิกี่ยวกบัผลคูณเชิงสเกลาร์ มีดงัน้ี 
ให้ A , B, C เป็นเวกเตอร์ใน 3R  และ k ∈ R จะได้ว่า 
 1. A ⋅B = B⋅A  
 2. A ⋅(B + C) = A ⋅B + A ⋅C 
 3. k(A ⋅B) = (kA)⋅B = A ⋅(kB) 
 4. A ⋅A  = || A  ||2 ≥ 0  
   และ A ⋅A  = 0 กต่็อเม่ือ A  = O 
 5. ถ้า A  ≠ O, B ≠ O และ θ เป็นมุมระหว่าง A  กบั B 
   จะได้ว่า A ⋅B = || A  || || B || cos θ เมื่อ 0 ≤ θ ≤ π 
 

หมายเหตุ  ในกรณทีี่ θ = 2
π  เราจะกล่าวว่า A  ตั้งฉาก กบั B 

ผลจากข้อ 5. จะได้ว่า A ⋅B = 0 กต่็อเม่ือ A  ตั้งฉากกบั B 
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ตวัอย่าง 3.2.4 ให้ A(1, 2, 0), B(0, 4, 2) และ  
C(3, 2, –2) เป็นจุดมุมของรปูสามเหล่ียม ABC จงหา CÂB  
วิธีทํา  
 
 
 

รูปที ่3.2.5 
CÂB  เป็นมุมระหว่าง AB กบั AC 

 AB   = B – A  = (0, 4, 2) – (1, 2, 0) = (–1, 2, 2) 
 AC   = C – A  = (3, 2, –2) – (1, 2, 0) = (2, 0, –2) 
 || AB ||   = 222 22)1( ++−  = 9  = 3 
 || AC ||   = 222 )2(02 −++  = 8  = 2 2  
 AB⋅AC   = (–1, 2, 2)⋅(2, 0, –2)  
        = –1(2) + 2(0) + 2(–2)  
        = –6 
เพราะว่า AB⋅AC = || AB || || AC || cos CÂB  
เพราะฉะน้ัน  cos CÂB   = 

|||| |||| ACAB
ACAB ⋅  

             = 
)22)(3(

6−  

             = –
2

1  
เพราะฉะน้ัน    CÂB   = 4

3π                   
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ตวัอย่าง 3.2.5 ให้ A  = (1, 2, –1), B = (2, 1, 4)  
และ C = (3, –2, 1) จงหาว่าเวกเตอร์คู่ใดที่ตั้งฉากกนั 
วิธีทํา  
โดยใช้เหตผุลว่า X  ตั้งฉากกบั Y  กต่็อเม่ือ X ⋅Y  = 0 
 

เพราะว่า A ⋅B = (1, 2, –1)⋅(2, 1, 4) = 2 + 2 – 4 = 0 
เพราะฉะน้ัน A  ตั้งฉากกบั B 
 

เพราะว่า  
A ⋅C = (1, 2, –1)⋅(3, –2, 1) = 3 – 4 – 1 = –2 ≠ 0  
เพราะฉะน้ัน A  ไม่ตั้งฉากกบั C 
 

เพราะว่า  
B⋅C = (2, 1, 4)⋅(3, –2, 1) = 6 – 2 + 4 = 8 ≠ 0  
เพราะฉะน้ัน B ไม่ตั้งฉากกบั C                 
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บทนยิาม 3.2.8  
ให้ A  ≠ O, B ≠ O  
และ θ เป็นมุมระหว่าง A  กบั B  
ลากเส้นตรงจากจุด A มาตั้งฉากกบั OB ที่จุด C 
 
 
 
 
 
    รูปที ่3.2.6 (ก)      รูปที ่3.2.6 (ข) 
C เรียกว่า ภาพฉายเวกเตอร ์ของ A  บน B  
ใช้สญัลักษณแ์ทนด้วย BA  
และ || A  || cos θ เรียกว่า ภาพฉายสเกลารข์อง A  บน B 
 

เพราะว่า    A ⋅B = || A  || || B || cos θ  
เพราะฉะน้ัน      || A  || cos θ = |||| B

BA ⋅  

เพราะฉะน้ัน  ภาพฉายสเกลาร์ของ A  บน B คือ   |||| B
BA ⋅  

และ       ภาพฉายเวกเตอร์ของ A  บน B คอื  2|||| B
BA ⋅ B 
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ตวัอย่าง 3.2.6 ให้ A  = (2, 1, 4) และ B = (2, 3, 6)  
จงหา ภาพฉายสเกลาร์ และ ภาพฉายเวกเตอร์ของ A  บน B 
วิธีทํา  
A ⋅B   = (2, 1, 4)⋅(2, 3, 6) = 4 + 3 + 24 = 31 
 || B ||  = 3694 ++  = 7 
ภาพฉายสเกลาร์ของ A  บน B คือ |||| B

BA ⋅  = 7
31 

ภาพฉายเวกเตอร์ของ A  บน B คอื 
 BA    = 2|||| B

BA ⋅ B  

    = 27
31(2, 3, 6) 

    = ( 49
62 , 49

93 , 49
186)                    
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3.2.5 ผลคูณเชิงเวกเตอร ์
บทนยิาม 3.2.9 ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a )  
และ B = ( 1b , 2b , 3b ) เป็นเวกเตอร์ใน 3R  
ผลคูณเชิงเวกเตอร ์ของ A  และ B  
แทนด้วยสญัลักษณ ์A  × B มีค่าดงัน้ี 
A  × B = ( 2a 3b  – 3a 2b , 3a 1b  – 1a 3b , 1a 2b  – 2a 1b ) 
 

สมบติัเกีย่วกบัผลคูณเชิงเวกเตอร ์
ให้ A , B, C เป็นเวกเตอร์ใน 3R  และ k ∈ R จะได้ว่า 
 1. A  × B = –(B × A ) 
 2. k(A  × B) = (kA ) × B = A  × (kB) 
 3. A  × (B + C) = (A  × B) + (A  × C) 
 4. A  × B = O กต่็อเม่ือมี k ∈ R ที่ทาํให้  
   A  = kB หรือ B = kA  (เพราะฉะน้ัน A  ขนานกบั B) 
 5. A ⋅(A  × B) = 0 และ B⋅(A  × B) = 0  
   เพราะฉะน้ัน A  × B ตั้งฉากกบั A  และ B  
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ในกรณทีี่ A  ไม่ขนานกบั B จะได้ว่าทศิทางของ A  × B  
จะเป็นไปตามกฎมือขวา กล่าวคือ  
ถ้า  เราวางมือในลักษณะที่ให้ 
   น้ิวหัวแม่มือช้ีไปตาม A   และ น้ิวช้ีช้ีไปตาม B  
แล้ว น้ิวกลางซึ่งวางให้ตั้งฉากกบัน้ิวหัวแม่มอืและน้ิวช้ี 
   น้ิวกลางจะช้ีไปในทศิทางของ A  × B  
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.7 
 6. || A  × B || = || A  || || B || sin θ  
   เมื่อ θ เป็นมุมระหว่าง A  กบั B และ 0 ≤ θ ≤ π  
 

 7. || A  × B || = พ้ืนที่ของรปูสี่เหล่ียมด้านขนานที่มีด้าน 
            ประชิดเป็น A  และ B 
 
 
 

รูปที ่3.2.8 
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การหาค่า A  × B  โดยใช ้determinant 
ทบทวนสูตร determinant 

ให้ M = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

zyx
tsr
cba

 

จะได้ว่า   
zyx
tsr
cba

   =   zy
ts  a –   zx

tr  b +   yx
sr  c 

           = (sz – ty)a – (rz – tx)b + (ry – sx)c 
 

ให้ A  = ( 1a , 2a , 3a ) และ B = ( 1b , 2b , 3b )  
 

 
bbb
aaa
kji

 
321
321  =  bb

aa
 

32
32 i  –  bb

aa
 

31
31 j  +  bb

aa
 

21
21 k  

 = ( 2a 3b  – 3a 2b ) i – ( 1a 3b  – 3a 1b ) j  + ( 1a 2b  – 2a 1b )k  
 = ( 2a 3b  – 3a 2b , 3a 1b  – 1a 3b , 1a 2b  – 2a 1b ) 
 = A  × B 

เพราะฉะน้ัน A  × B =  
bbb
aaa
kji

 
321
321   

 

2. ถ้า C ตั้งฉากกบั A  และ C ตั้งฉากกบั B  
  แล้ว C ขนานกบั A  × B 
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ตวัอย่าง 3.2.7 จงหาพ้ืนที่ของรปูสามเหล่ียมที่มีจุดมุมเป็น 
A(2, 1, –1), B(3, 0, 1) และ C(1, 3, –2) 
วิธีทํา 
 
 
 

รูปที ่3.2.9 
เพราะว่า   AB = B – A  = (1, –1, 2) 
       AC = C – A  = (–1, 2, –1) 

เพราะฉะน้ัน AB × AC =   
12   1
2   11   
k    j   i   

  
−−

−  

     =   12  
2  1  −

− i  –   11
2   1     −− j  +   2  1

11     −
− k  

     = (1 – 4) i  – (–1 + 2) j  + (2 – 1)k  
     = –3 i  – j  + k  
เพราะว่า พ้ืนที่ของ Δ ABC  
    = 2

1  พ้ืนที่ของรปูสี่เหล่ียมด้านขนานที่มีด้านประชิด 
       เป็น AB และ AC 
พ้ืนที่ของ Δ ABC  = 2

1  || AB × AC || 

           = 2
1)1()3( 222 +−+−  

           = 2
11  ตารางหน่วย             
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3.2.6 ผลคูณเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอร ์
บทนยิาม 3.2.10 ให้ A , B, C เป็นเวกเตอร์ใน 3R   
ผลคูณเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอร ์A , B, C คือ A ⋅B× C  
และนิยมเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์[A B C] 
 

หมายเหตุ  
ให้  
A  = ( 1a , 2a , 3a ), B = ( 1b , 2b , 3b ) และ C = ( 1c , 2c , 3c ) 
B × C = ( 2b 3c  – 3b 2c , 3b 1c  – 1b 3c , 1b 2c  – 2b 1c ) 
A ⋅B × C  
= ( 2b 3c  – 3b 2c ) 1a  – ( 1b 3c  – 3b 1c ) 2a  + ( 1b 2c  – 2b 1c ) 3a  
=   cc

bb
  

32
32

1a  –   cc
bb

  
31
31

2a  +   cc
bb

  
21
21

3a  

=   
ccc
bbb
aaa

  
321
321
321  

เพราะฉะน้ัน A ⋅B × C =   
ccc
bbb
aaa

  
321
321
321  

หมายเหตุ  A ⋅B×C   = B⋅C×A    = C⋅A×B 
      = B×C⋅A    = C×A ⋅B   = A×B⋅C 
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ความหมายทางเรขาคณิตของ | [A B C] | 
| [A B C] | =  ปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียมหน้าขนาน  
        ซ่ึงมีด้านประชิดเป็น A , B และ C 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.10 
ปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียมหน้าขนาน  
      = พ้ืนที่ฐาน × สงู 
      = || B × C || h 
      = || B × C || || A  || | cos θ |  
        เมื่อ θ เป็นมุมระหว่าง A  กบั B × C 
      = | B × C⋅A  |  
      = | A ⋅B × C |  
      = | [A B C] |  
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ตวัอย่าง 3.2.8  
กาํหนดให้ A  = i  + j  – k , B = 2 i  + j  และ C = j  + 2k   
จงหาปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียมหน้าขนานที่มีด้านประชิดเป็น 
A , B และ C 
วิธีทํา  

 A ⋅B × C  =   
2  10
0  12
111

  
−

  

        =   21
01  (1) –   20

02  (1) +   10
12  (–1) 

        = (2 – 0)(1) – (4 – 0)(1) + (2 – 0)(–1)  
        = 2 – 4 – 2  
        = –4 
เพราะฉะน้ัน  ปริมาตร   = | A ⋅B × C |  
             = 4 ลูกบาศกห์น่วย           
การคํานวณผลคูณเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอร ์ 
ดว้ย MATHCAD 
 
 
 
 
 

1
1
1−

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

2
1
0

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

0
1
2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

×
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

⋅ 4−=

1
2
0

1
1
1

1−

0
2

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

4−→
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3.2.7 การรวมเชิงเสน้ และ อิสระเชิงเสน้ 
บทนยิาม 3.2.11 กาํหนดให้ 1V , 2V , ... , nV  เป็นเวกเตอร์  

1c , 2c , ... , nc  เป็นจาํนวนจริง 
เวกเตอร์ V  = 1c 1V  + 2c 2V  + ... + nc nV   
เรียกว่า การรวมเชิงเสน้ ของ 1V , 2V , ... , nV  
ตวัอย่างเช่น  
1. 4 i  + 5 j  + 6k  เป็นการรวมเชิงเส้นของ i , j , k  
2. 4(1, 1, 1) + 5(1, 1, 0) + 2(1, 2, 3) = (11, 13, 10) 
  (11, 13, 10) เป็นการรวมเชิงเส้นของ (1, 1, 1),  
  (1, 1, 0) และ (1, 2, 3) 
 

ตวัอย่าง 3.2.9 จงแสดงว่า (5, 2, 1) เป็นการรวมเชิงเส้นของ 
(1, 0, 0), (1, 1, 0) และ (1, 1, 1) 
วิธีทํา ให้ a, b, c ∈ R โดยที่  
 a(1, 0, 0) + b(1, 1, 0) + c(1, 1, 1)  = (5, 2, 1) 
           (a + b + c, b + c, c) = (5, 2, 1) 
เพราะฉะน้ัน           a + b + c = 5 
                    b + c = 2 
                      c = 1 
เพราะฉะน้ัน c = 1, b = 1 และ a = 3 
เพราะฉะน้ัน (5, 2, 1) เป็นการรวมเชิงเส้นของ (1, 0, 0),  
(1, 1, 0) และ (1, 1, 1)                    
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ตวัอย่าง 3.2.10 
จงพิจารณาว่า (2, –1, 4) เป็นการรวมเชิงเส้นของ  
(1, 0, 1), (1, –1, 2) และ (0, 1, –1) หรือไม่ 
วิธีทํา ให้ a, b, c ∈ R โดยที่  
(2, –1, 4) = a(1, 0, 1) + b(1, –1, 2) + c(0, 1, –1) 
(2, –1, 4) = (a + b, –b + c, a + 2b – c) 
เพราะฉะน้ัน     a + b = 2               ... (1) 
          –b + c = –1              ... (2) 
       a + 2b – c = 4               ... (3) 
(2) + (3) ;     a + b  = 3               ... (4) 
(4) – (1) ;      0  = 1      ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ 
เพราะฉะน้ัน (2, –1, 4) ไม่เป็นการรวมเชิงเส้นของ  
(1, 0, 1), (1, –1, 2) และ (0, 1, –1)           
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บทนยิาม 3.2.12  
เวกเตอร์ 1V , 2V , ... , nV  เป็นอิสระเชิงเสน้  
กต่็อเม่ือ  
ถ้า    1c 1V  + 2c 2V  + ... + nc nV  = O  
แล้ว   1c  = 2c  = ... = nc  = 0 
 
ตวัอย่าง 
 

1  (1, 0, 0) เป็นอสิระเชิงเส้น หรือไม่ 
  เพราะว่า ถ้า  
      1c (1, 0, 0)  = (0, 0, 0)  
       ( 1c , 0, 0)  = (0, 0, 0) 
  แล้ว         1c  = 0 
  เพราะฉะน้ัน (1, 0, 0) เป็นอสิระเชิงเส้น 
 

2  (5, 0, 0), (0, 4, 0) เป็นอสิระเชิงเส้น หรือไม่ 
  เพราะว่า  
  ถ้า  1c (5, 0, 0) + 2c (0, 4, 0)  = (0, 0, 0)  
           (5 1c , 4 2c , 0)  = (0, 0, 0) 
                   5 1c  = 0 และ 4 2c  = 0 
  แล้ว                1c  = 0 และ 2c  = 0 
  เพราะฉะน้ัน (5, 0, 0), (0, 4, 0) เป็นอสิระเชิงเส้น 
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ตวัอย่าง 3.2.11 จงพิจารณาว่า (2, 1, 0), (1, 2, 0)  
และ (0, 0, 3) เป็นอสิระเชิงเส้น หรือไม่ 
วิธีทํา สมมต ิ 
a(2, 1, 0) + b(1, 2, 0) + c(0, 0, 3) = (0, 0, 0) 
 (2a + b, a + 2b, 3c)  = (0, 0, 0) 
เพราะฉะน้ัน    2a + b = 0               ... (1) 
          a + 2b = 0               ... (2) 
             3c = 0               ... (3) 
จาก (3) ;        c = 0 
2 × (1) ;    4a + 2 b  = 0               ... (4) 
(4) – (2) ;      3a  = 0 
             a = 0 
จาก (1) ;        b  = –2a = 0 
เพราะฉะน้ัน a = b = c = 0  
เพราะฉะน้ัน (2, 1, 0), (1, 2, 0) และ (0, 0, 3)  
เป็นอสิระเชิงเส้น                         
 

ขอ้ควรจํา 
ถ้า มี a, b, c ไม่เป็นศนูย์พร้อมกนัที่ทาํให้  
a 1V  + b 2V  + c 3V  = O 
แล้ว 1V , 2V , 3V  ไม่เป็นอสิระเชิงเส้น 
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ตวัอย่าง 3.2.12 จงพิจารณาว่า (3, 2, –5), (2, 6, –1)  
และ (–1, 0, 2) เป็นอสิระเชิงเส้น หรือไม่ 
วิธีทํา สมมต ิ 
a(3, 2, –5) + b(2, 6, –1) + c(–1, 0, 2)  = (0, 0, 0) 
     (3a + 2b – c, 2a + 6b, –5a – b + 2c) = (0, 0, 0) 
เพราะฉะน้ัน    3a + 2b – c = 0            ... (1) 
             2a + 6b = 0            ... (2) 
         –5a – b + 2c = 0            ... (3) 
2 × (1) ;    6a + 4b – 2c = 0            ... (4) 
(3) + (4) ;       a + 3b = 0            ... (5) 
2 × (5) ;        2a + 6b = 0 ซ่ึงเหมือน (2) 
จาก (5) ;           b = –3

1a           ... (6) 
จาก (1) ;            c = 3a + 2(–3

1a) = 3
7a 

ให้ a = t เมื่อ t ∈ R จะได้ b = –3
1 t และ c = 3

7 t 
แสดงว่ามี a ≠ 0, b ≠ 0 และ c ≠ 0 ที่ทาํให้  
a(3, 2, –5) + b(2, 6, –1) + c(–1, 0, 2) = (0, 0, 0) 
เพราะฉะน้ัน (3, 2, –5), (2, 6, –1) และ (–1, 0, 2)  
ไม่เป็นอสิระเชิงเส้น                       
หมายเหตุ จากสมการ (6) นิสติสามารถเลือก a = 3 
แล้วจะได้ b = –1, c = 7 กเ็พียงพอ 
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3.3 เสน้ตรงใน 3R  
3.3.1 สมการของเสน้ตรง 
บทนยิาม 3.3.1  
ให้ 0P  เป็นจุดใน 3R  และ A  ≠ O เป็นเวกเตอร์ใน 3R   
เราจะเรียกเซตของจุด P ใดๆ ซ่ึงทาํให้  

PP0  ขนานกบั A  ว่า เสน้ตรงทีผ่่านจุด 0P  และขนานกบั A   
และ เรียก A  ว่า เวกเตอรแ์สดงทิศทาง ของเส้นตรง 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.1 
 
ขอ้สงัเกต  
ถ้า   A  เป็นเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรง L  
แล้ว เวกเตอร์ใดๆ ที่ไม่ใช่เวกเตอร์ศนูย์ ซ่ึงขนานกบั A   
   เป็นเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรง L ด้วย 
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การหาสมการเสน้ตรง 
เส้นตรง L ซ่ึงผ่านจุด 0P  และมี A  เป็นเวกเตอร์แสดงทศิทาง  
ให้ P เป็นจุดใดๆ บนเส้นตรง L  
เพราะฉะน้ัน PP0  ขนานกบั A   
เพราะฉะน้ัน จะมี t ∈ R ที่ทาํให้ 
         PP0  = tA  
       P  – 0P  = tA  
          P  = 0P  + tA             ... (3.3.1) 
ให้จุด P(x, y, z) และ 0P ( 0x , 0y , 0z ) และ A  = (a, b, c)  
สมการ (3.3.1) จะเขยีนได้เป็น 
     (x, y, z) = ( 0x , 0y , 0z ) + t(a, b, c)   ... (3.3.2) 
เราเรียกสมการ (3.3.1) หรือ (3.3.2) ว่า  
สมการเวกเตอร ์ของเส้นตรง L 
สมการ (3.3.2)  
เราอาจแยกเขยีนสมการสาํหรับแต่ละส่วนประกอบได้เป็น 

        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+=

+=

+=

      

ctzz

btyy

atxx

0

0

0

         ... (3.3.3) 

เราเรียกสมการ (3.3.3) ว่า  
สมการอิงตวัแปรเสริม ของเส้นตรง L 
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จากสมการ (3.3.3)  
สาํหรับค่า a, b, c  
ถ้าไม่มีค่าใดเป็นศนูย์เลย เราได้ว่า 
          t = a

xx 0− , t = b
yy 0− , t = c

zz 0−  

เพราะฉะน้ัน       a
xx 0−  = b

yy 0−  = c
zz 0−   ... (3.3.4) 

เราเรียกสมการ (3.3.4) ว่า สมการสมมาตร ของเส้นตรง L 
 

หมายเหตุ  
ในกรณทีี่มีค่าหน่ึงใน a, b, c เป็นศนูย์  
เช่น a = 0 จากสมการ (3.3.3)  
เราจะเขยีนสมการสมมาตรของเส้นตรง L ได้เป็น  
 x = 0x , b

yy 0−  = c
zz 0−  

ในกรณทีี่มีสองค่าใน a, b, c เป็นศนูย์  
เช่น a = 0, b = 0  
เราจะเขยีนสมการสมมาตรของเส้นตรง L ได้เป็น 
 x = 0x , y = 0y , z = 0z  + tc 
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ตวัอย่าง 3.3.1 จงหาสมการเวกเตอร์ สมการองิตวัแปรเสริม 
และสมการสมมาตรของเส้นตรง L ที่ผ่านจุด 

0P (1, 0, –2) และ ขนานกบั A  = (2, –1, 3) 
วิธีทํา  
ให้ P(x, y, z) เป็นจุดบนเส้นตรง L 
สมการเวกเตอร์ของเส้นตรง L ที่ผ่านจุด  

0P (1, 0, –2) และขนานกบั A  = (2, –1, 3) คือ 
 P  = 0P  + tA  
หรือ (x, y, z) = (1, 0, –2) + t(2, –1, 3) เมื่อ t ∈ R 
สมการองิตวัแปรเสริมของเส้นตรง L คือ  
     x = 1 + 2t 
     y = –t 
     z = –2 + 3t 
และสมการสมมาตรของเส้นตรง L คือ  
    2

1x −  = 1
y

−
 = 3

2z +   
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ตวัอย่าง 3.3.2 จงหาสมการเวกเตอร์ สมการองิตวัแปรเสริม
และสมการสมมาตรของเส้นตรง L ผ่านจุด 1P (–2, 1, 3)  
และ 2P (1, 2, 1) 
วิธีทํา ให้ P(x, y, z) เป็นจุดใดๆ บนเส้นตรงน L 
เพราะว่าจุด 1P  และ 2P  อยู่บนเส้นตรง L 
เพราะฉะน้ัน 21PP  เป็นเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรง L และ  

21PP  = 2P  – 1P  = (1, 2, 1) – (–2, 1, 3) = (3, 1, –2) 
 

สมการเวกเตอร์ของเส้นตรง L ที่ผ่านจุด 1P (–2, 1, 3)  
และ 2P (1, 2, 1) คือ  
          P  = 1P  + t 21PP  
หรือ     (x, y, z) = (–2, 1, 3) + t(3, 1, –2)  เมื่อ t ∈ R 
 

สมการองิตวัแปรเสริมของเส้นตรง L คือ  
     x = –2 + 3t 
     y = 1 + t 
     z = 3 – 2t 
และ  
สมการสมมาตรของเส้นตรง L คือ 3

2x +  = 1
1y −  = 2

3z
−
−     

 

หมายเหตุ สมการของเส้นตรงในตวัอย่าง 3.3.2  
อาจจะเขยีนเป็นแบบอื่นได้ เช่น P  = 2P  + t 21PP  
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3.3.2 จุดกบัเสน้ตรง 
จุด P(x, y, z) จะอยู่บนเส้นตรง  
กต่็อเม่ือ  
พิกดั (x, y, z) ของจุด P สอดคล้องกบัสมการของเส้นตรง  
 
เพราะฉะน้ันการตรวจสอบว่าจุด P(x, y, z) อยู่บนเส้นตรง L 
หรือไม่  
จึงสามารถตรวจสอบโดยการแทนค่า x, y, z  
ลงในสมการของเส้นตรง L  
ว่าสอดคล้องกบัสมการของเส้นตรง L หรือไม่ 
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ตวัอย่าง 3.3.3 จงพิจารณาว่าจุด P(1, –2, 3)  
อยู่บนเส้นตรงต่อไปน้ีหรือไม่ 
   1.  1L  : x = 3 – t, y = 2 – 4t, z = 3 + t 
   2.  2L  : 2

1x +  = 3
5y +  = z – 2 

วิธีทํา 1. แทนค่า x = 1, y = –2, z = 3 ในสมการของเส้นตรง 
1L  จะได้          1 = 3 – t           ... (1) 

             –2 = 2 – 4t          ... (2) 
              3 = 3 + t           ... (3) 
     จาก (1) ได้    t = 2             ... (4) 
     จาก (2) ได้    t = 1             ... (5) 
และ   จาก (3) ได้    t = 0  
จะเหน็ว่าทั้งสามสมการให้ค่า t ขดัแย้งกนั  
จึงไม่มีค่า t ใดๆ ที่ทาํให้ (1) , (2) , (3) เป็นจริง  
แสดงว่าพิกดัของจุด P ไม่สอดคล้องกบัสมการของเส้นตรง 1L  
เพราะฉะน้ัน จุด P ไม่อยู่บนเส้นตรง 1L  
หมายเหตุ พบว่า (4), (5) ขดัแย้งกนักส็รปุผลได้แล้ว 
2. แทนค่า x = 1 , y = –2, z = 3 ในสมการของเส้นตรง 2L  
จะได้ 2

11+  = 3
52 +−  = 3 – 2  

หรือ 1 = 1 = 1 ซ่ึงเป็นจริง  
แสดงว่าพิกดัของจุด P สอดคล้องกบัสมการของเส้นตรง 2L  
เพราะฉะน้ัน จุด P อยู่บนเส้นตรง 2L               
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ตวัอย่าง 3.3.4  
จงพิจารณาว่าจุด A(2, 1, 0), B(3, 0, 2) และ C(1, 2, 3) 
อยู่บนเส้นตรงเดยีวกนัหรือไม่ 
วิธีทํา AB = B – A  = (1, –1, 2) 
เพราะฉะน้ัน สมการสมมาตรของเส้นตรงที่ผ่านจุด A และ B  
คือ        1

2x −  = 1
1y

−
−  = 2

z  
แทนค่า x = 1, y = 2, z = 3 ของพิกดัจุด C ในสมการของ
เส้นตรงน้ี จะได้  
        1

21−  = 1
12

−
−  = 2

3  
หรือ        –1 = –1 = 2

3         ซ่ึงไม่เป็นจริง 
แสดงว่า พิกดัของจุด C  
ไม่สอดคล้องกบัสมการของเส้นตรงที่ผ่านจุด A และ B  
เพราะฉะน้ัน จุด C ไม่อยู่บนเส้นตรงน้ี  
เพราะฉะน้ัน จุด A, B , C ไม่อยู่บนเส้นตรงเดยีวกนั      
 

หมายเหตุ  
ถ้า  AB และ AC ไม่ขนานกนั  
แล้ว จุด A, B , C ไม่อยู่บนเส้นตรงเดยีวกนั 
 

เพราะฉะน้ัน  
การแสดงว่า จุด A, B , C ไม่อยู่บนเส้นตรงเดยีวกนั  
ตรวจสอบว่า AB และ AC ไม่ขนานกนั กเ็พียงพอ 
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ระยะทางจากจุดไปยงัเสน้ตรง คือ ความยาวของเส้นตั้งฉากจาก
จุดไปยังเส้นตรง และจุดบนเส้นตรงที่อยู่ห่างจากจุดดงักล่าวน้อย
ที่สดุเราเรียกว่า จุดเชิงเสน้ตั้งฉาก  
สมมตใิห้ L เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด 0P  และมี A  เป็นเวกเตอร์
แสดงทศิทาง ให้ B เป็นจุดใดๆ ที่อยู่นอกเส้นตรง L  
สมมตว่ิา M เป็นจุดบนเส้นตรง L ซ่ึง BM  ตั้งฉากกบัเส้นตรง L  
เพราะฉะน้ัน จุด M เป็น จุดเชิงตั้งฉาก 
การหาความยาวของ BM  และพกิดัของจุด M 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.2 
จากรปูที่ 3.3.2 พิจารณา ΔB 0P M 
ให้ θ เป็นมุมระหว่าง BP0  กบั MP0  
เราจะได้ว่า     sin θ  = ฉาก

ข้าม    = 
||||
||||

BP
BM

0
 

           || BM  || = || BP0  || sin θ      ... (1) 
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เพราะว่า MP0  ขนานกบั A   
เพราะฉะน้ัน θ เป็นมุมระหว่าง BP0  กบั A  

จาก (1) จะได้     || BM  ||  = ||||
|||| ||||

A
sinAB0P θ  

                  = ||||
||||

A
AB0P ×  

เพราะฉะน้ันความยาวของ  BM   = ||||
||||

A
AB0P ×  

การหาพกิดัของจุด M  
เพราะว่า M อยู่บนเส้นตรง L เพราะฉะน้ันจะมี t ∈ R ที่ทาํให้ 
           M   = 0P  + tA           ... (3.3.5) 
เพราะว่า        BM   = M  – B 
เพราะฉะน้ัน    BM   = 0P  + tA  – B 
        BM ⋅A   = ( 0P  + tA  – B)⋅A  
            = ( 0P  – B)⋅A  + t || A  ||2   ... (2) 
เพราะว่า BM  ⊥ MP0  เพราะฉะน้ัน BM  ⊥ A  
เพราะฉะน้ัน BM ⋅A  = 0 
จาก (2) จะได้ ( 0P  – B)⋅A  + t || A  ||2 = 0 
                         t  = 2

0
|||| A

A)PB( ⋅−  

แทนค่า t ในสมการ (3.3.5) จะได้ M  = 0P  + [ 2
0
|||| A

A)PB( ⋅− ] A  
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ตวัอย่าง 3.3.5 จงหาจุดเชิงเส้นตั้งฉากของจุด B(2, 1, –1) 
บนเส้นตรง L : 4

5x −  = 2 – y = 3
4z −  

พร้อมทั้งหาระยะทางจากจุด B ไปยังเส้นตรง L 
วิธีทํา จากสมการเส้นตรง L: 4

5x −  = 2 – y = 3
4z −  

หรือ               4
5x −  = 1

2y
−
−  = 3

4z −  
แสดงว่า เส้นตรง L ผ่านจุด 0P (5, 2, 4)  
และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง A  = (4, –1, 3) 
ให้ M เป็นจุดเชิงเส้นตั้งฉากของจุด B บนเส้นตรง L 
M    = 0P  + [ 2

0
|||| A

A)PB( ⋅− ]A  

   = (5, 2, 4) + [ ( )
222 3)1(4

)3,1,4()4,2,5()1,1,2(
+−+

−⋅−− ](4, –1, 3) 

   = (5, 2, 4) – (4, –1, 3) 
   = (1, 3, 1) 
การหาระยะทางจากจุด B ไปยงัเสน้ตรง L 

ระยะทางจากจุด B ไปยังเส้นตรง = ||||
||||

A
AB0P ×  

       BP0   = B – 0P  
          = (2, 1, –1) – (5, 2, 4) 
          = (–3, –1, –5) 
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    BP0  × A   =   
3   14   
513
k    j  i   

 
−

−−−  

          =  31
51 −

−− i  –  34
53 −− j  +  14

13 −
−− k  

          = –8 i  – 11 j  + 7k  
 || BP0  × A  ||   = 222 7)11()8( +−+−   
          = 234  = 3 26  
      || A  ||  = 222 3)1(4 +−+   
          = 26  
เพราะฉะน้ัน ระยะทางจากจุด B ไปยังเส้นตรง L 

          = ||||
||||

A
AB0P ×   

          = 
26
263   

          = 3 หน่วย                  
 

หมายเหตุ หา || BM  || จะง่ายกว่า และ ได้ระยะทางเท่ากนั 
 BM    = M  – B  
      = (1, 3, 1) – (2, 1, –1)  
      = (–1, 2, 2) 
เพราะฉะน้ัน || BM  || = 222 22)1( ++−  = 9  = 3 
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3.3.3 การตดักนัของเสน้ตรง 
ในปริภมูิสองมิต ิเส้นตรงสองเส้น หากไม่ตดักนั  
กต้็องขนานกนั อย่างใดอย่างหน่ึงเท่าน้ัน  
แต่ในปริภมูิสามมิต ิเส้นตรง 1L  และเส้นตรง 2L   
มีความเป็นไปได้ดงัต่อไปน้ี 
 1. ตดักนั                   (รปูที่ 3.3.3 (ก)) 
 2. ไม่ตดักนั โดยจาํแนกเป็น 
   2.1 ไม่ตดักนั และ ไม่ขนานกนั      (รปูที่ 3.3.3 (ข)) 
   2.2 ไม่ตดักนั และ ขนานกนั       (รปูที่ 3.3.3 (ค)) 
 
 
 
 
 
 
 รูปที ่3.3.3 (ก)    รูปที ่3.3.3 (ข)   รูปที ่3.3.3 (ค) 
 

คําเตือน 
ในการหาจุดตัด เส้นตรง 1L  และเส้นตรง 2L  ต้องใช้ตวัแปร
เสริมคนละตวักนั 
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ตวัอย่าง 3.3.6 กาํหนดให้ 1L , 2L  เป็นเส้นตรงซ่ึงมีสมการเป็น 
    1L  :  x = 2 + s, y = 4 – s, z = 3 + 2s 
และ   2L  :  x = 1 – t, y = 9 + 3t, z = 2 + t 
จงแสดงว่า 1L  กบั 2L  ไม่ตัดกนั 
วิธีทํา สมมต ิ 1L  ตดักบั 2L   
เพราะฉะน้ันมีจุด 0P  จุดหน่ึงซ่ึงอยู่ทั้งบน 1L  และ 2L   
ให้จุด 0P  มีพิกดัเป็น ( 0x , 0y , 0z )  
เพราะฉะน้ันค่า 0x , 0y , 0z  ต้องสอดคล้องสมการ 1L  และ 2L   
เพราะฉะน้ัน ต้องมี 0s  และ 0t  ทาํให้สมการต่อไปน้ีเป็นจริง 

        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+=

−=

+=

           

s    3z

s    4y

s    2x

00

00

00

          ... (1) 

และ 

       
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+=

+=

+=

      

  t  2z

3t    9   y

  t  1x

00

00

00

          ... (2) 
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จาก (1) กบั (2) เราได้  2 + 0s  = 1 – 0t  
              4 – 0s  = 9 + 3 0t  
              3 + 2 0s  = 2 + 0t  
หรือ            0s  + 0t  = –1         ... (3) 
            – 0s  – 3 0t  = 5          ... (4) 
             2 0s  – 0t  = –1         ... (5) 
จาก (3) และ (4) หาค่า 0s  และ 0t   
จะได้         0s  = 1 และ 0t  = –2 
 

เมือ่ได ้ 0s  = 1 และ 0t  = –2 แลว้ตอ้งตรวจสอบกบัสมการที่
เหลือ ในทีน่ี้ คือสมการ (5) 
แทนค่า 0s  และ 0t  ใน (5) ได้ 4 = –1    ซ่ึงเป็นไปไม่ได้  
แสดงว่าไม่มีค่า 0s  และ 0t  ที่ทาํให้ค่า  

0x , 0y , 0z  สอดคล้องกบัสมการของ 1L  และ 2L   
เพราะฉะน้ัน 1L  ไม่ตดักบั 2L                   
 
คําแนะนาํ 
การหาค่า 0s  และ 0t  เลือกจากสมการ (3), (4), (5) กไ็ด้ 
เพราะฉะน้ันควรเลือกจากคู่ของสมการที่คิดเลขง่าย 
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ตวัอย่าง 3.3.7 กาํหนดให้ 1L , 2L  เป็นเส้นตรงซ่ึงมีสมการเป็น  
       1L  :  2 – x = 3 – y = 2

1z −   
และ      2L  :  3

x7 −  = y = z – 1 
จงพิจารณาว่า 1L  และ 2L  ตดักนัหรือไม่ ถ้าตดักนัจงหาจุดตดั 
วิธีทํา สมมต ิ 1L  ตดักบั 2L   
เพราะฉะน้ันมีจุด 0P  จุดหน่ึง ซ่ึงอยู่ทั้งบน 1L  และ 2L   
ให้จุด 0P  มีพิกดัเป็น ( 0x , 0y , 0z )  
เพราะฉะน้ัน 0x , 0y , 0z  ต้องสอดคล้องสมการของ 1L  และ 2L  
เพราะฉะน้ัน   2 – 0x  = 3 – 0y  = 2

1z0 −         ... (1) 

และ        3
x7 0−  = 0y  = 0z  – 1          ... (2) 

จาก (1) เราได้    2 – 0x  = 3 – 0y  
หรือ         – 0x  + 0y  = 1             ... (3) 
จาก (2) เราได้     3

x7 0−  = 0y  
หรือ         0x  + 3 0y  = 7             ... (4) 
จาก (3) และ (4) หาค่า 0x  และ 0y   
จะได้ 0x  = 1 และ 0y  = 2 
ตอ้งนาํค่า 0x  = 1, 0y  = 2 ทีไ่ดต้รวจสอบกบัสมการทีเ่หลือ 
ว่าไดค่้า z ตวัเดียวกนัหรือไม่ 
แทนค่า 0y  ใน (1) และ (2) จะได้ค่า 0z  ที่เท่ากนัคือ 0z  = 3 
แสดงว่า 1L  ตดักบั 2L  ที่จุด (1, 2, 3)             
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3.3.4 มุมระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ 
บทนยิาม 3.3.2  
มุมระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ คือ มุมระหว่างเวกเตอร์แสดง
ทศิทางของเส้นตรงทั้งสอง 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.4 
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ตวัอย่าง 3.3.8.1 จงหามุมระหว่างเส้นตรง 1L  กบั 2L   
เมื่อกาํหนด    1L  : 2x – 1 = y = 3

z1−  
          2L  : 4

x  = y – 1 = z 
วิธีทํา  
เส้นตรง 1L  มีสมการเป็น   2x – 1 = y = 3

z1−  

หรือ              
2
1

2
1x −

 = 1
y  = 3

1z
−
−  

เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 1L   
คือ 1A  = (

2
1 , 1, –3) 

จากสมการของ 2L จะได้ว่า  
เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  คือ 2A  = (4, 1, 1) 
เพราะว่า   1A ⋅ 2A   = (

2
1 , 1, –3)⋅(4, 1, 1)  

            = 2 + 1 – 3  
            = 0 
เพราะฉะน้ัน 1A  ตั้งฉากกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน มุมระหว่าง 1A  กบั 2A  คือ 2

π  
เพราะฉะน้ัน มุมระหว่างเส้นตรง 1L  กบั 2L  คือ 2

π        
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ตวัอย่าง 3.3.8.2 จงหามุมระหว่างเส้นตรง 1L  กบั 2L   
เมื่อกาํหนด 1L  : x = 2 + s, y = 1 + 2s, 2z = 1 + 4s 
       2L  : x = –3t, y = 2 + 4t, z = –1 + 5t 
วิธีทํา  
เส้นตรง 1L  มีสมการเป็น  
        x = 2 + s, y = 1 + 2s, 2z = 1 + 4s 
หรือ       x = 2 + s, y = 1 + 2s, z = 2

1  + 2s 
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 1L  คือ 1A  = (1, 2, 2)  
จากสมการของ 2L  จะได้ว่า  
เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  คือ 2A  = (–3, 4, 5)  
ให้ θ เป็นมุมระหว่าง 1A  กบั 2A  
     cos θ   = |||| |||| 21

21
AA

AA ⋅  

         = 
222222 54)3(221

)5,4,3()2,2,1(

++−++

−⋅  

         = 
)25(3

15  

         = 
2

1  
เพราะฉะน้ัน θ = arccos(

2
1 ) = 4

π  
เพราะฉะน้ัน มุมระหว่าง 1L  กบั 2L  คือ 4

π             
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หมายเหตุ  
1. ในกรณทีี่มุมระหว่างเส้นตรงสองเส้น คือ 2

π   
  เช่น ตวัอย่าง 3.3.8 ข้อ 1. 
  เราจะกล่าวว่า 1L  ตั้งฉาก กบั 2L  
2. ในตวัอย่าง 3.3.8 ข้อ 2. 
  ถ้าเราใช้เวกเตอร์แสดงทศิทาง ของ 2L   
  คือ 2A  = (3, –4, –5) 
  เราจะได้ว่า มุมระหว่าง 1L  กบั 2L  คอื 4

3π   
 
  โดยทัว่ไป  
  ถ้า  θ เป็นมุมระหว่างเวกเตอร์แสดงทศิทาง 
     ของเส้น ตรง 1L  กบั 2L   
  แล้ว มุมระหว่างเส้นตรง 1L  กบั 2L  กค็ือ θ หรือ π – θ 
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ตวัอย่าง 3.3.9 จงหาสมการของเส้นตรงที่ผ่านจุด  
B(1, –1, 2) ซ่ึงตดัและตั้งฉากกบัเส้นตรง x – 1 = 2

3y
−
−  = –z 

พร้อมทั้งหาจุดตดัด้วย 
วิธีทํา ให้ 1L  เป็นเส้นตรงที่มีสมการเป็น x – 1 = 2

3y
−
−  = –z 

เพราะฉะน้ัน 1L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (1, –2, –1) 
สมมติเสน้ตรงทั้งสองตดักนัทีจุ่ด M(a, b, c) 
ให้ 2L  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด B(1, –1, 2)  
ซ่ึงตดัและตั้งฉากกบั 1L  ที่จุด M(a, b, c) 
เพราะว่า จุด B และ M อยู่บน 2L   
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  คือ 
                 BM   = M  – B  
                    = (a – 1, b + 1, c – 2) 
เพราะว่า 1L  ตั้งฉากกบั 2L   
เพราะฉะน้ัน            1A ⋅BM   = 0 
  (1, – 2, –1) ⋅ (a – 1, b + 1, c – 2) = 0 
       (a – 1) – 2(b + 1) – (c – 2) = 0 
                 a – 2b – c = 1     ... (1) 
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เพราะว่าจุด M อยู่บน 1L   
เพราะฉะน้ัน พิกดัของจุด M ย่อมสอดคล้องกบัสมการของ 1L   
เพราะฉะน้ัน      a – 1 = 2

3b
−
−  = – c 

จะได้ว่า    a – 1 = – c และ 2
3b

−
−  = – c 

หรือ         a = 1 – c และ b = 2c + 3       ... (2) 
แทนค่า a, b ใน (1) ได้  (1 – c) – 2(2c + 3) – c = 1 
                        –5 – 6c = 1 
                            c = –1 
แทนค่า c ใน (2) ได้ a = 2 และ b = 1 
เพราะฉะน้ัน พิกดัของจุดตดัคือ (2, 1, –1) 

2L  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด B(1, –1, 2)  
และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง BM  = (1, 2, – 3) 
เพราะฉะน้ันเส้นตรง 2L  มีสมการเป็น  
        x – 1 = 2

1y +  = 3
2z

−
−               

 
หมายเหตุ ตวัอย่าง 3.3.9 อาจจะทาํได้อกีวิธหีน่ึง  
เพราะว่าจุด M เป็นจุดเชิงเส้นตั้งฉากของจุด B บนเส้นตรง 1L   
เพราะฉะน้ัน เราสามารถหาจุด M ได้โดยใช้สตูร  
         M  = 0P  + [ 2

0
|||| A

A)PB( ⋅− ]A  

และ หาสมการของ 2L  ที่ผ่านจุด B และ M ได้ 
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3.3.5 การขนานกนัของเสน้ตรง 
เส้นตรงสองเส้นจะขนานกนั กต่็อเม่ือ เวกเตอร์แสดงทศิทางของ
เส้นตรงทั้งสองขนานกนั 
ตวัอย่าง 3.3.10 จงหาสมการของเส้นตรงที่ผ่านจุด  
(2, 1, –2) และขนานกบัเส้นตรงที่มีสมการเป็น 
 x + 1 = 4

1y2 −  = 3
z4 −  

วิธีทํา ให้ 1L  เป็นเส้นตรงที่มีสมการเป็น  
       x + 1 = 4

1y2 −  = 3
z4 −  

หรือ      1
1x +  = 2

2
1y −

 = 3
4z

−
−  

เพราะฉะน้ัน 1L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (1, 2, –3)  
ให้ 2L  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด (2, 1, –2) และขนานกบั 1L   
เพราะว่า 1L  ขนานกบั 2L   
เพราะฉะน้ันเวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  ขนานกบั 1A   
แสดงว่า 1A  กเ็ป็นเวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  ด้วย 
เพราะฉะน้ัน 2L  มีสมการเป็น x – 2 = 2

1y −  = 3
2z

−
+       

หมายเหตุ 
1. ถ้า  เส้นตรงสองเส้นใน 3R  ไม่ขนานกนั 
  แล้ว เส้นตรงทั้งสองไม่จาํเป็นต้องตดักนั 
  เช่น ในตวัอย่าง 3.3.6 
2. มุมระหว่างเส้นตรงที่ขนานกนั คือ 0 หรือ π 
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3.3.6 การไขวต่้างระนาบของเสน้ตรง 
เราจะเรียกเส้นตรงสองเส้นว่า เสน้ไขวต่้างระนาบ  
กต่็อเม่ือ  
เราไม่สามารถหาระนาบที่เส้นตรงทั้งสองอยู่ในระนาบเดยีวกนัได้  
 
การจะพิจารณาว่าเส้นตรงใดๆ สองเส้นเป็นเส้นไขว้ต่างระนาบ
หรือไม่  
ทาํได้โดยแสดงให้เหน็ว่าเส้นตรงทั้งสอง 
ไม่ตดักนั และ ไม่ขนานกนั 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.5 
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ตวัอย่าง 3.3.11.1 จงพิจารณาว่าเส้นตรง 1L  และ 2L  เป็นเส้น
ไขว้ต่างระนาบหรือไม่ เมื่อ 1L  และ 2L  มีสมการเป็น 
   1L  : 2x – 1 = 2 – y = 3z 
   2L  : 3

x2 −  = 6
y  = 2

z1−  
วิธีทํา  
จากสมการของ 1L     2x – 1 = 2 – y = 3z 

หรือ             
2
1

2
1x −

 = 1
2y

−
−  = 

3
1
z  

จะได้ว่า 1L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (2
1 , –1, 3

1) 
จากสมการของ 2L      3

x2 −  = 6
y  = 2

z1−  
หรือ             3

2x
−
−  = 6

y  = 2
1z

−
−  

จะได้ว่า 2L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 2A  = (–3, 6, –2) 
จะเหน็ว่า 2A  = –6 1A  แสดงว่า 1A  ขนานกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน 1L  ขนานกบั 2L  
เพราะฉะน้ัน 1L  และ 2L  ไม่เป็นเส้นไขว้ต่างระนาบ       
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ตวัอย่าง 3.3.11.2 จงพิจารณาว่า 1L  และ 2L  เป็นเส้นไขว้ต่าง
ระนาบหรือไม่ เมื่อ 1L  และ 2L  มีสมการเป็น 
 1L  : x = 2

y  = z – 1   และ  2L  : 2
1x +  = y – 1 = 3

2z +  
วิธีทํา เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 1L  คือ 1A  = (1, 2, 1) 
เวกเตอร์แสดงทศิทางของ 2L  คือ 2A  = (2, 1, 3) 
เพราะว่า ไม่มีจาํนวนจริง k ที่ทาํให้ 1A  = k 2A  หรือ 2A  = k 1A   
เพราะฉะน้ัน 1A  ไม่ขนานกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน 1L  ไม่ขนานกบั 2L  
สมมต ิ 1L  ตดักบั 2L  เพราะฉะน้ันมีจุด 0P  อยู่บน 1L  และ 2L   
ให้จุด 0P  มีพิกดัเป็น ( 0x , 0y , 0z )  
เพราะฉะน้ัน 0x , 0y , 0z  สอดคล้องทั้งสมการของ 1L  และ 2L  
เพราะฉะน้ัน       0x  = 2

y0  = 0z  – 1        ... (1) 

และ         2
1x0 +  = 0y  – 1 = 3

2z0 +        ... (2) 

จาก (1) ; 0x  = 2
y0  หรือ      2 0x  – 0y  = 0    ... (3) 

จาก (2) ; 2
1x0 +  = 0y  – 1 หรือ  0x  – 2 0y  = –3   ... (4) 

จาก (3) และ (4) จะได้ 0x  = 1 และ 0y  = 2  
ต้องนาํค่า 0x  = 1, 0y  = 2 ตรวจสอบว่าให้ค่า z เดยีวกนัหรือไม่  
แทนค่า 0y  ใน (1) และ (2) จะได้ 0z  = 2 และ 0z  = 1  
ตามลาํดบั ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ แสดงว่า 1L  ไม่ตดักบั 2L  
เพราะฉะน้ัน 1L  และ 2L  เป็นเส้นไขว้ต่างระนาบ        
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3.3.7 ระยะทางระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ 
บทนยิาม 3.3.3 ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้น  
คือ ระยะทางที่สั้นที่สดุระหว่างเส้นตรงทั้งสอง 
ในการหาระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้น จะพิจารณาโดยการ
แยกเป็น 2 กรณ ีคือ 
    1. เส้นตรงทั้งสองขนานกนั 
    2. เส้นตรงทั้งสองไม่ขนานกนั 
ระยะทางระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ทีข่นานกนั 
ให้ 1L  และ 2L  เป็นเส้นตรงสองเส้นที่ขนานกนั ซ่ึงผ่านจุด 1P  
และ 2P  ตามลาํดบั  
ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  คือ  
ระยะทางจากจุด 1P  ไปยัง 2L  หรือระยะทางจากจุด 2P  ไปยัง 1L   
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.6 
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ระยะทางระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ทีไ่ม่ขนานกนั 
ให้ 1L  และ 2L  เป็นเส้นตรงที่ไม่ขนานกนั  
โดยที่   1L  ผ่านจุด 1P     และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A   
และ    2L  ผ่านจุด 2P    และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 2A   
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.7 
ให้ 1Q  และ 2Q  เป็นจุดปลายของส่วนของเส้นตรงที่ตั้งฉาก 
กบั 1L  และ 2L   
โดยที่ 1Q  อยู่บน 1L  และ 2Q  อยู่บน 2L  
จะได้ว่า || 21QQ  || เป็นระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  
เพราะว่า 1L  ไม่ขนานกบั 2L   
เพราะฉะน้ัน 1A  ไม่ขนานกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน          1A × 2A  ≠ O 
เพราะว่า 21QQ  ตั้งฉากกบัทั้ง 1A  และ 2A   
เพราะฉะน้ัน 21QQ  ขนานกบั 1A × 2A  
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รูปที ่3.3.7 
จากรปูที่ 3.3.7 
|| 21QQ  || = ขนาดของภาพฉายสเกลาร์ของ 21PP   
        บน 1A × 2A  
เพราะฉะน้ัน  

ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  = ||||
||

21

2121
AA

)AA(PP
×

×⋅  

 
หมายเหตุ ในกรณทีี่ 1L  ตดักบั 2L  จะได้ว่า  
ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  เป็นศนูย์ 
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ตวัอย่าง 3.3.12.1 จงหาระยะทางระหว่างเส้นตรง  
1L  กบั 2L  เมื่อ 1L  และ 2L  มีสมการเป็น 

   1L  : x = 1 + s, y = 2 – 2s, z = –1 + 2s 
   2L  : x = 2 – t, y = 1 + 2t, z = –2t 
วิธีทํา 

1L  ผ่านจุด 1P (1, 2, –1)  
และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (1, –2, 2)  

2L  ผ่านจุด 2P (2, 1, 0)  
และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 2A  = (–1, 2, –2) 
เพราะฉะน้ัน 1A  = – 2A   
เพราะฉะน้ัน 1A  ขนานกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน 1L  ขนานกบั 2L  
เพราะฉะน้ัน 
ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L   = ระยะทางจากจุด 1P  ไปยัง 2L  

                = ||||
||||

2

212
A

APP ×  
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       12PP   = 1P  – 2P  
       = (1, 2, –1) – (2, 1, 0) 
       = (–1, 1, –1) 
   12PP  × 2A  

       =   
221
111
k   ji   

 
−−
−−  

       =   22
1 1  −

− i  –   21
1 1 −−

−− j  +  21
11 −

− k  
       = (–2 + 2) i – (2 – 1) j  + (–2 + 1)k  
       = – j  – k  
 || 12PP  × 2A  || 
       = 22 )1()1( −+−  
       = 2  
  || 2A  ||  = 222 )2(2)1( −++−   
       = 9   
      = 3 
เพราะฉะน้ัน ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L   

      = ||||
||||

2

212
A

APP ×  

      = 3
2  หน่วย                     
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ตวัอย่าง 3.3.12.2 จงหาระยะทางระหว่างเส้นตรง  
   1L  : 2

1x −  = – y = 2
z

−
 และ 2L  : 3

x
−

 = 2
1y −  = z 

วิธีทํา 1L  ผ่านจุด 1P (1, 0, 0)  
และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (2, –1, –2) 

2L  ผ่านจุด 2P (0, 1, 0)  
และ มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 2A  = (–3, 2, 1) 
เพราะว่า ไม่มีจาํนวนจริง k ที่ทาํให้ 1A  = k 2A  หรือ 2A  = k 1A  
เพราะฉะน้ัน 1A  ไม่ขนานกบั 2A   
เพราะฉะน้ัน 1L  ไม่ขนานกบั 2L  

แสดงว่า ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  = ||||
||

21

2121
AA

)AA(PP
×

×⋅   

   21PP    = 2P  – 1P  
       = (0, 1, 0) – (1, 0, 0) 
            = (–1, 1, 0) 

 1A  × 2A   =   
1   2   3
212   
k   j  i   

 
−

−−  

       =   1   2   
21 −− i  –   1   3

22    −
− j  +   2   3

12    −
− k  

       = (–1 + 4) i  – (2 – 6) j  + (4 – 3)k  
       = 3 i  + 4 j  + k  
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|| 1A  × 2A  ||  = 222 143 ++  
         = 26  
| 21PP ⋅( 1A  × 2A ) | 
         = | (–1, 1, 0)⋅(3, 4, 1) | 
         = | –3 + 4 + 0 | 
         = 1 
เพราะฉะน้ัน  
ระยะทางระหว่าง 1L  กบั 2L  มีค่า  

         = ||||
||

21

2121
AA

)AA(PP
×

×⋅  

         = 
26
1  หน่วย                  
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03.4 ระนาบใน 3R  
3.4.1 สมการของระนาบ 
บทนยิาม 3.4.1 
ให้ 0P  เป็นจุดใน 3R  และ N ≠ O เป็นเวกเตอร์ใน 3R   
เราจะเรียกเซตของจุด P ใดๆ ซ่ึงทาํให้ PP0  ตั้งฉากกบั N ว่า 
ระนาบทีผ่่านจุด 0P  และตั้งฉากกบัเวกเตอร ์N  
และเรียก N ว่า เวกเตอรแ์นวฉาก ของระนาบ 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.1 
รปูที่ 3.4.1 แสดงกราฟของระนาบที่ผ่านจุด 0P   
และตั้งฉากกบัเวกเตอร์ N 
ขอ้สงัเกต  
ถ้า   N เป็นเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M  
แล้ว เวกเตอร์ที่ไม่ใช่เวกเตอร์ศนูย์ซ่ึงขนานกบั N  
   เป็นเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M ด้วย 
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การหาสมการของระนาบ M ซ่ึงผ่านจุด 0P ( 0x , 0y , 0z ) 
และมี N(a, b, c) เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก  
ให้ P(x, y, z) เป็นจุดใดๆ บนระนาบ M  
เพราะฉะน้ัน PP0  ตั้งฉากกบั N  
เพราะฉะน้ัน             PP0 ⋅N = 0 
              (P  – 0P )⋅N = 0   ... (3.4.1) 
                   P ⋅N = 0P ⋅N 
 ((x, y, z) – ( 0x , 0y , 0z ))⋅(a, b, c)  = 0    ... (3.4.2) 
เราเรียกสมการ (3.4.1) หรือ (3.4.2) ว่า  
สมการเวกเตอร ์ของระนาบ M 
จากสมการ (3.4.2) เราจะได้ 
     (x – 0x , y – 0y , z – 0z )⋅(a, b, c) = 0 
    a(x – 0x ) + b(y – 0y ) + c(z – 0z ) = 0   ... (3.4.3) 
          ax + by + cz = a 0x  + b 0y  + c 0z  
          ax + by + cz = d          ... (3.4.4) 
เมื่อ d = a 0x  + b 0y  + c 0z  = 0P ⋅N 
เราจะเรียกสมการ (3.4.3) หรือ (3.4.4) ว่า  
สมการคารที์เซียน ของระนาบ M 
ขอ้สงัเกต สมัประสทิธิ์ของ x, y, z ในสมการ (3.4.4)  
คือ ส่วนประกอบของเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ 
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ตวัอย่าง 3.4.1 จงหาสมการเวกเตอร์และสมการคาร์ทเีซียนของ
ระนาบ M ที่ผ่านจุด 0P (1, 2, –3)  
และมีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, –1, 3) 
วิธีทํา 
ให้ P(x, y, z) เป็นจุดบนระนาบน M 
สมการเวกเตอร์ของระนาบ M ที่ผ่านจุด 0P (1, 2, –3)  
และมีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, –1, 3) คือ 
                   (P  – 0P )⋅N = 0 
หรือ    ((x, y, z) – (1, 2, –3))⋅(2, –1, 3) = 0 
และสมการคาร์ทเีซียนของระนาบ คือ 
                2(x – 1) – (y – 2) + 3(z + 3) = 0 
หรือ                  2x – y + 3z = –9    
 

ขอ้ตกลง 
โดยทั่วไปแล้วเม่ือกล่าวถงึสมการของระนาบ  
เราจะหมายถงึสมการคาร์ทเีซียนของระนาบในรปู 
ax + by + cz = d 
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ตวัอย่าง 3.4.2 จงหาสมการของระนาบ M ผ่านจุด  
0P (1, –2, 3), 1P (2, 1, 1) และ 2P (2, –2, 2) 
วิธีทํา ให้ P(x, y, z) เป็นจุดบนระนาบ M 
เพราะว่า 0P , 1P , 2P  อยู่บนระนาบ M  
เพราะฉะน้ัน 10PP  และ 20PP  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์แนวฉากของ
ระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน 10PP  × 20PP  ขนานกบัเวกเตอร์แนวฉากของ
ระนาบ M  
เพราะฉะน้ัน N ขนานกบั 10PP  × 20PP  

10PP  × 20PP  = ( 1P  – 0P ) × ( 2P  – 0P ) 
        = (1, 3, –2) × (1, 0, –1) 

        =    
1 01
231
k   ji

   
−
−  

        =   10
23  −

− i  –   11
21   −

− j  +   01
31   k   

       = –3 i  – j  – 3k  
เลือก N = (–3, –1, –3) 
เพราะว่าระนาบผ่านจุด 0P (1, –2, 3)  
เพราะฉะน้ัน ระนาบมีสมการเป็น 
     –3(x – 1) – (y + 2) – 3(z – 3) = 0 
หรือ               3x + y + 3z = 10       
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3.4.2 การเขียนกราฟของระนาบ 
กราฟของระนาบที่มีสมการเป็น z = 0 คือระนาบ XY  
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.2 
กราฟของระนาบที่มีสมการเป็น z = 4  
เป็นระนาบที่ขนานกบัระนาบ XY และ  
ผ่านจุด P(0, 0, 4) 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.3 
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ตวัอย่าง 3.4.3 จงเขยีนกราฟของระนาบ 2x + y + 3z = 6 
ในอฐัภาคที่ 1 
วิธีทํา หาจุดตัดของระนาบกบัแกนพิกดัฉากทั้งสาม 
แทน y = 0, z = 0  
      ในสมการของระนาบ จะได้ x = 3 
เพราะฉะน้ัน   จุดตดัของระนาบกบัแกน X คอื A(3, 0, 0) 
แทน x = 0, z = 0  
      ในสมการของระนาบ จะได้ y = 6 
เพราะฉะน้ัน    จุดตดัของระนาบกบัแกน Y คอื B(0, 6, 0) 
แทน x = 0, y = 0  
      ในสมการของระนาบ จะได้ z = 2 
เพราะฉะน้ัน    จุดตดัของระนาบกบัแกน Z คือ C(0, 0, 2) 
โยงจุด 3 จุดที่เกดิจากแกนพิกดัฉากตัดกบัระนาบ  
จะได้รปูสามเหล่ียมรปูหน่ึงซ่ึงเป็นส่วนหน่ึงของระนาบที่ต้องการ  
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.4.4 
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ตวัอย่าง 3.4.4 จงเขยีนกราฟของระนาบ x – y + 2z = 0 
วิธีทํา  
แทน x = 0, y = 0 ในสมการของระนาบ  
จะได้ z = 0 แสดงว่าระนาบผ่านจุดกาํเนิด 
พิจารณารอยตดัของระนาบน้ีกบัระนาบ XY , YZ  
เราจะได้ว่า  
ระนาบน้ีตดัระนาบ XY (คือระนาบ z = 0)  
ตามแนวเส้นตรง x – y = 0, z = 0  
และ 
ตดักบัระนาบ YZ (คอืระนาบ x = 0)  
ตามแนวเส้นตรง –y + 2z = 0, x = 0  
เพราะฉะน้ันระนาบที่ต้องการกค็ือ  
ระนาบที่ผ่านเส้นตรงทั้งสองน้ี 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.5 
  

บทที่ 3 
ปริภูมิสามมิติ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

79

ตวัอย่าง 3.4.5 จงเขยีนกราฟของระนาบ x + 2y = 2 
วิธีทํา แทน y = 0, z = 0   ในสมการของระนาบ จะได้ x = 2 
เพราะฉะน้ัน     จุดตดัของระนาบกบัแกน X คอื (2, 0, 0) 
แทน x = 0, z = 0   ในสมการของระนาบ จะได้ y = 1  
เพราะฉะน้ัน     จุดตดัของระนาบกบัแกน Y คอื (0, 1, 0) 
แทน x = 0, y = 0 ในสมการของระนาบ จะได้ 0 = 2 ซ่ึงเป็นไป
ไม่ได้ แสดงว่า ระนาบไม่ตดักบัแกน Z 
พิจารณารอยตดัของระนาบน้ี กบัระนาบพิกดัฉาก 
ระนาบน้ีตดักบัระนาบ XY ตามแนวเส้นตรง x + 2y = 2, z = 0 
ระนาบน้ีตดักบัระนาบ XZ ตามแนวเส้นตรง x = 2, y = 0 
ระนาบน้ีตดักบัระนาบ YZ ตามแนวเส้นตรง y = 1, x = 0 
เพราะฉะน้ันระนาบที่ต้องการกค็ือระนาบที่ผ่านเส้นตรงทั้งสามน้ี  
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.4.6 
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3.4.3 จุดกบัระนาบ 
จุดใดๆ จะอยู่บนระนาบ 
กต่็อเม่ือ พิกดัของจุดน้ันสอดคล้องกบัสมการของระนาบ 
 

ตวัอย่างที ่3.4.6 จงพิจารณาว่า จุด P(1, 2, –1)  
และ Q(2, 3, 1)  
อยู่บนระนาบที่มีสมการเป็น x – 2y – 4z = 1 หรือไม่ 
วิธีทํา  
แทน x = 1, y = 2, z = –1 ในสมการของระนาบ จะได้ 
       1 – 2(2) – 4(–1) = 1 
                 1 = 1   ซ่ึงเป็นจริง  
แสดงว่าพิกดัของจุด P สอดคล้องกบัสมการของระนาบ  
เพราะฉะน้ันจุด P อยู่บนระนาบ 
แทน x = 2, y = 3, z = 1 ในสมการของระนาบ จะได้ 
        2 – 2(3) – 4(1) = 1 
                –8 = 1     ซ่ึงไม่เป็นจริง 
แสดงว่าพิกดัของจุด Q ไม่สอดคล้องกบัสมการของระนาบ  
เพราะฉะน้ัน จุด Q ไม่อยู่บนระนาบ               
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ตวัอย่าง 3.4.7 จงพิจารณาว่า 0P (1, 2, –1), 1P (2, 0, 1),  
2P (3, 4, 1) และ 3P (1, 2, 3) อยู่บนระนาบเดยีวกนัหรือไม่ 
วิธีทํา ให้ M เป็นระนาบที่ผ่านจุด 0P , 1P  และ 2P  
  10PP  = 1P  – 0P  = (2, 0, 1) – (1, 2, –1)  = (1, –2, 2) 
 20PP  = 2P  – 0P  = (3, 4, 1) – (1, 2, –1)  = (2, 2, 2) 
เพราะว่า  10PP   × 20PP  

    =   
22   2
221
kj   i

  −  

    =   22  
22 − i  –   22

21  j  +   2  2
21  − k  

    = –8 i  + 2 j  + 6k  
เพราะฉะน้ัน M เป็นระนาบที่ผ่านจุด 0P   
และมีเวกเตอร์แนวฉาก 10PP  × 20PP   
สมการระนาบ M จะมีสมการเป็น 
 –8(x – 1) + 2(y – 2) + 6(z + 1) = 0 
               –8x + 2y + 6z = –10 
              4x – y – 3z = 5 
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การตรวจสอบว่า 3P (1, 2, 3) อยู่บนระนาบ M 
แทน x = 1, y = 2, z = 3 ในสมการของระนาบ M  
จะได้ 
           4(1) – 2 – 3(3) = 5 
                   –7 = 5 ซ่ึงไม่เป็นจริง  
แสดงว่าพิกดัของ 3P  ไม่สอดคล้องกบัสมการของระนาบ M  
เพราะฉะน้ันจุด 3P  ไม่อยู่บนระนาบ M  
สรปุ จุด 0P , 1P , 2P  และ 3P  ไม่อยู่บนระนาบเดยีวกนั      
 
 
หมายเหตุ 
1. ถ้า   30PP ⋅( 10PP × 20PP ) ≠ 0 
  แล้ว  0P , 1P , 2P  และ 3P  ไม่อยู่บนระนาบเดยีวกนั 

2. ถ้า      
PP
PP
PP

   

30

20

10
 ≠ 0 

  แล้ว  0P , 1P , 2P  และ 3P  ไม่อยู่บนระนาบเดยีวกนั 
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ถ้าจุดไม่อยู่บนระนาบ เราหา ระยะทางระหว่างจุดกบัระนาบ ได้ 
โดยเรานิยาม ระยะทางระหว่างจุดกบัระนาบ ว่า คอื ระยะทาง
ตั้งฉากจากจุดไปยงัระนาบ  
 

ให้ M : ax + by + cz = d และ 1P ( 1x , 1y , 1z ) 
เป็นระนาบที่มีสมการเวกเตอร์เป็น (P  – 1P )⋅N = 0  
เพราะฉะน้ัน M เป็นระนาบที่ผ่าน 1P  มี N เป็นเวกเตอร์แนวฉาก  
ให้ 0P  เป็นจุดที่มิได้อยู่บนระนาบ M  
การลากเส้นตั้งฉากจากจุด 0P  ไปยังระนาบ M 
เราใช้เวกเตอร์แนวฉากของระนาบเป็นหลักในการลากเส้นตั้ง
ฉาก กล่าวคือ  
ลากเส้นตรงผ่านจุด 0P  ขนานกบั N พบกบัระนาบ M ที่จุด Q  
เพราะฉะน้ัน QP0  ขนานกบั N  
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ระยะทางตั้งฉากจากจุด 0P  ไปยังระนาบ M คือ || QP0  ||  
ซ่ึงคือระยะทางจากจุด 0P  ไปยังระนาบ M  
(จุด Q จะเป็นจุดบนระนาบ M ซ่ึงอยู่ใกล้จุด 0P  มากที่สดุ)  
 
 
 
 
 
 
      รูปที ่3.4.7 (ก)        รูปที ่3.4.7 (ข) 
 
จากรปูที่ 3.4.7 (ข) จะได้ว่า 
 || QP0  || = ขนาดของภาพฉายสเกลาร์ของ 01PP  บน N 

      = ||||
||

N
NPP 01 ⋅  

      = ||||
||

N
N)PP( 10 ⋅−  
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เพราะว่า M เป็นระนาบที่มีสมการเป็น ax + by + cz = d  
ซ่ึงผ่านจุด 1P ( 1x , 1y , 1z )  
เพราะฉะน้ัน            a 1x  + b 1y  + c 1z  = d   ... (1) 
และระนาบ M มีเวกเตอร์แนวฉาก N = (a, b, c)  
ให้ 0P ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดที่ไม่ได้อยู่บนระนาบ M  
เราจะได้ว่า 
 || QP0  || = ||||

||
N

N)PP( 10 ⋅−  

      = 
222
101010

cba

  )c  ,b  ,a()zz  ,yy  ,xx( ||  
++

⋅−−−  

      = 
222

111000

cba

  )czbyax(czbyax ||  
++

++−++  

      = 
222

000

cba

  dczbyax  ||  

++

−++         (จาก (1)) 

เพราะฉะน้ัน ระยะทางระหว่างจุด 0P ( 0x , 0y , 0z )  
กบัระนาบ M คือ 

      D = 
222

000

cba

  dczbyax  

++

−++  

 
หมายเหตุ ในกรณทีี่จุด 0P  อยู่บนระนาบ M  
ระยะทางระหว่างจุด 0P  กบัระนาบ M เป็นศนูย์ 
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ตวัอย่าง 3.4.8 จงหาระยะทางระหว่าง 
จุด 0P (4, 3, –1) กบัระนาบ 2x – y – 2z = 1 
วิธีทํา  
ให้ D เป็นระยะทางระหว่างจุด 0P (4, 3, –1)  
กบัระนาบ 2x – y – 2z = 1 
เพราะฉะน้ัน     D = 

222 )2()1(2

|1)1(23)4(2|

−+−+

−−−−   

          = 3
6   

          = 2 หน่วย                  
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ตวัอย่าง 3.4.9 จงหาจุดบนระนาบ M : 2x + y – 3z = –10  
ซ่ึงอยู่ใกล้จุด 0P (4, 2, 2) มากที่สดุ 
วิธีทํา ระนาบ M มีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, 1, –3) 
ให้ Q( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดที่ตอังการ 
เพราะฉะน้ัน QP0  ขนานกบั N 
เพราะฉะน้ัน ม ีt ∈ R ที่ทาํให้ QP0  = tN 
              Q – 0P  = tN 
   ( 0x , 0y , 0z ) – (4, 2, 2) = t(2, 1, –3) 
   ( 0x  – 4, 0y  – 2, 0z  – 2) = (2t, t, –3t) 
จะได้ 0x  – 4 = 2t, 0y  – 2 = t, 0z  – 2 = –3t 
หรือ 0x  = 4 + 2t, 0y  = 2 + t, 0z  = 2 – 3t       ... (1) 
การหาค่า t 
เพราะว่า Q( 0x , 0y , 0z )  
อยู่บนระนาบ         2x + y – 3z = –10 
เพราะฉะน้ัน      2 0x  + 0y  – 3 0z  = –10      ... (2) 
จาก (1) แทนค่า 0x , 0y , 0z  ใน (2) จะได้ 
   2(4 + 2t) + (2 + t) – 3(2 – 3t) = –10 
                   14t = –14 
                     t = –1 
แทนค่า t = –1 ใน (1) จะได้ 0x  = 2, 0y  = 1, 0z  = 5 
เพราะฉะน้ัน จุดที่ต้องการคือ (2, 1, 5)             
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3.4.4 ความสมัพนัธร์ะหว่างเสน้ตรงกบัระนาบ 
 เส้นตรงกบัระนาบมีความสมัพันธก์นั 3 กรณ ีดงัน้ี 
  1.  เส้นตรงกบัระนาบมีจุดร่วมกนัเพียงจุดเดยีว  
     ในกรณน้ีีเรากล่าวว่า เสน้ตรงตดักบัระนาบ  
     และ เรียกจุดร่วมกนัน้ีว่า จุดตดั    ดงัรปูที่ 3.4.8 
  2.  เส้นตรงกบัระนาบมีจุดร่วมกนัมากกว่าหน่ึงจุด  
     ในกรณน้ีี เส้นตรงย่อมต้องอยู่ในระนาบทั้งเส้น  
                         ดงัรปูที่ 3.4.9 
  3.  เส้นตรงกบัระนาบไม่มีจุดร่วมกนัเลย  ดงัรปูที่ 3.4.10 
 
 
 
 
   รูปที ่3.4.8      รูปที ่3.4.9     รูปที ่3.4.10 
หากเส้นตรงกบัระนาบมีความสมัพันธก์นัในกรณทีี่ 2 หรือ 3  
เรากล่าวว่า เสน้ตรงขนานกบัระนาบ  
หมายเหตุ  
เส้นตรงจะขนานกบัระนาบ กต่็อเม่ือ  
เวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรงตั้งฉากกบัเวกเตอร์แนวฉาก
ของระนาบ 
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ตวัอย่าง 3.4.10.1 จงพิจารณาว่าเส้นตรงกบัระนาบที่
กาํหนดให้ตดักนัหรือขนานกนั ถ้าตดักนัจงหาจุดตดั 
ถ้าขนานกนั จงพิจารณาว่าเส้นตรงอยู่ในระนาบหรือไม่ 
     เส้นตรง L : P  = (1, 2, 3) + t(2, 1, –3)  
 กบั   ระนาบ M : x + 4y + 2z = 5 
วิธีทํา ให้ Q มีพิกดัเป็น (1, 2, 3) 
เส้นตรง L ผ่านจุด Q(1, 2, 3) และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง  
A  = (2, 1, –3) 
จากสมการของระนาบ M จะได้ว่า ระนาบมีเวกเตอร์แนวฉาก  
N  = (1, 4, 2)  
เพราะว่า  A ⋅N  = (2, 1, –3)⋅(1, 4, 2)  
          = 2(1) + 1(4) – 3(2)  
          = 0 
เพราะฉะน้ัน A  ตั้งฉากกบั N  
เพราะฉะน้ัน เส้นตรงขนานกบัระนาบ 
แทน x = 1, y = 2, z = 3 ในสมการของระนาบ จะได้  
        1 + 4(2) + 2(3) = 5 
                           15 = 5 
ซ่ึงไม่เป็นจริง แสดงว่าจุด Q ไม่อยู่บนระนาบ 
แสดงว่า เส้นตรงขนานกบัระนาบแต่ไม่อยู่ในระนาบ      
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ตวัอย่าง 3.4.10.2 จงพิจารณาว่าเส้นตรงกบัระนาบที่
กาํหนดให้ตดักนัหรือขนานกนั ถ้าตดักนัจงหาจุดตดั 
ถ้าขนานกนั จงพิจารณาว่าเส้นตรงอยู่ในระนาบหรือไม่ 
       เส้นตรง L : x – 1 = 2

3y +  = z  
  กบั    ระนาบ M : 2x – y + z = 7 
วิธีทํา ให้ Q มีพิกดัเป็น (1, –3, 0) 
เส้นตรง L ผ่านจุด Q(1, –3, 0) และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง  
A  = (1, 2, 1) 
M : 2x – y + z = 7 มีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, –1, 1) 
เพราะว่า   A ⋅N  = (1, 2, 1)⋅(2, –1, 1)  
          = 1(2) + 2(–1) + 1(1)  
          = 1  
          ≠ 0 
เพราะฉะน้ัน A  ไม่ตั้งฉากกบั N  
เพราะฉะน้ัน เส้นตรงไม่ขนานกบัระนาบ  
เพราะฉะน้ัน เส้นตรงตดักบัระนาบ 
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ให้ 0P ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดตดัของเส้นตรงกบัระนาบ 
เพราะฉะน้ัน พิกดัของจุด 0P  ต้องสอดคล้องกบัสมการของ
เส้นตรง L และสมการของระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน    0x  – 1 = 2

3y0 +  = 0z            ... (1) 
และ         2 0x  – 0y  + 0z  = 7          ... (2) 
จาก (1) เราได้ 0y  = 2 0x  – 5 และ 0z  = 0x  – 1    ... (3) 
แทน (3) ใน (2) ได้  
    2 0x  – (2 0x  – 5) + ( 0x  – 1)  = 7 
                  0x  + 4 = 7 
                     0x  = 3 
แทนค่า 0x  = 3 ใน (3) ได้ 0y  = 1 และ 0z  = 2 
เพราะฉะน้ัน จุดตดัของเส้นตรงกบัระนาบ คอื (3, 1, 2)    

บทที่ 3 
ปริภูมิสามมิติ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

92

ตวัอย่าง 3.4.11 กาํหนดเส้นตรง L : x = y – 1 = 2
z   

และจุด Q(1, 3, –1) ซ่ึงมิได้อยู่บนเส้นตรง L  
จงหาสมการของระนาบ M ที่ผ่านเส้นตรง L และจุด Q 
วิธีทํา L ผ่านจุด 0P (0, 1, 0) และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง  
A  = (1, 1, 2) 
จุด Q ไม่อยู่บน L เราจะหาสมการของระนาบที่ผ่าน L และจุด Q  
การหาเวกเตอรแ์นวฉาก N ของระนาบ M 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.11 
เพราะว่า L อยู่ในระนาบ เพราะฉะน้ัน L ขนานกบัระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน A  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
เพราะว่าจุด 0P  และ Q อยู่บนระนาบ  
เพราะฉะน้ัน QP0  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน  
A  × QP0   ขนานกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน N  = A  × QP0   
เป็นเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
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  QP0  = Q – 0P  
    = (1, 3, –1) – (0, 1, 0) 
    = (1, 2, –1) 
   N  = A  × QP0  

    =   
121
2  11
k  ji

  
−

 

    =   12
2   1  − i  –   11

2  1   − j  +   21
11   k  

    = –5 i  + 3 j  + k  
ระนาบ M ผ่านจุด Q(1, 3, –1) และมีเวกเตอร์แนวฉาก  
N = (–5, 3, 1)  
มีสมการเป็น 
  –5(x – 1) + 3(y – 3) + (z + 1) = 0 
หรือ            –5x + 3y + z = 3           
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ตวัอย่าง 3.4.12 จงหาสมการของระนาบ M ที่ผ่านจุด  
Q(2, –3, 1) และขนานกบัเส้นตรง 1L  : x – 1 = 2

y  = z  
และ 2L  : 2

x  = y = 3
z  

วิธีทํา   1L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 1A  = (1, 2, 1) 
     2L  มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง 2A  = (2, 1, 3) 
เพราะว่า 1L  และ 2L  ขนานกบัระนาบ  
เพราะฉะน้ัน 1A  และ 2A  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์แนวฉากของ
ระนาบ  
แสดงว่า 1A  × 2A  ขนานกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ 
เราจะได้ว่า 
N  = 1A  × 2A  เป็นเวกเตอร์แนวฉากเวกเตอร์หน่ึงของระนาบ 

N =   
312
121
kji

   

  =   31
12  i  –   32

11  j  +   12
21  k  

  = 5 i  – j  – 3k  
เพราะฉะน้ัน ระนาบ M ผ่านจุด Q(2, –3, 1) และมีเวกเตอร์
แนวฉาก N = (5, –1, –3)  
มีสมการเป็น 
  5(x – 2) – (y + 3) – 3(z – 1) = 0 
หรือ          5x – y – 3z = 10           
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บทนยิาม 3.4.2 ถ้าเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรง L  
ทาํมุม θ กบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
เราจะกล่าวว่า มุมระหว่างเสน้ตรง L กบัระนาบ M  
คือ | 2

π  – θ | 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.12 
หมายเหตุ 
1.  ถ้า  มุมระหว่างเส้นตรงกบัระนาบเป็น 0  
   แล้ว เส้นตรงขนานกบัระนาบ 
2.  ถ้ามุมระหว่างเส้นตรงกบัระนาบเป็น 2

π   
   แล้ว เสน้ตรงตั้งฉากกบัระนาบ  
 

   เพราะฉะน้ัน เส้นตรงตั้งฉากกบัระนาบ  
   กต่็อเม่ือ  
   เวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นตรง 
   ขนานกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ 
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ตวัอย่าง 3.4.13 จงหามุมระหว่าง 
เส้นตรง 5

x  = 2
1y

−
−  = 5

z  กบัระนาบ 2x + y – 7z = 1 
วิธีทํา เส้นตรงมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง A  = (5, –2, 5)  
และระนาบมีเวกเตอร์แนวฉาก N  = (2, 1, –7) 
ให้ θ เป็นมุมระหว่าง A  กบั N 
            cos θ = |||| |||| NA

NA ⋅  

           = 
222222 )7(125)2(5

)7,1,2()5,2,5(

−+++−+

−⋅−  

           = 
5454
35210 −−  

           = –54
27  

           = – 2
1  

เพราะฉะน้ัน    θ  = arccos(– 2
1) = 3

2π  
เพราะฉะน้ัน  
มุมระหว่างเส้นตรงกบัระนาบ คือ | 2

π  – 3
2π  | = 6

π        
 

จาํได้กด็ ี      –1 ≤ x ≤ 1 
        – 2

π  ≤ arcsin x ≤ 2
π  

        0 ≤ arccos x ≤ π 
         arcsin(–x) = – arcsin x 
         arccos(–x) = π – arccos x 
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ตวัอย่าง 3.4.14 จงหาสมการของระนาบ M ที่ผ่านจุด  
Q(3, –6, 3) และตั้งฉากกบัเส้นตรง L 
L : (x, y, z) = (2, 0, 1) + t(3, –1, 1) 
พร้อมทั้งหาจุดตดัของเส้นตรงกบัระนาบ 
วิธีทํา เส้นตรง L มีเวกเตอร์แสดงทศิทาง A  = (3, –1, 1) 
เพราะว่าเส้นตรง L ตั้งฉากกบัระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน A  ขนานกบัเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ 
เพราะฉะน้ัน A  เป็นเวกเตอร์แนวฉากของระนาบ M 
เพราะฉะน้ันระนาบ M ผ่านจุด Q(3, –6, 3) และมีเวกเตอร์
แนวฉาก A  = (3, –1, 1)  
มีสมการเป็น  
    3(x – 3) – (y + 6) + (z – 3) = 0 
หรือ              3x – y + z = 18 
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ให้ 0P ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดตดัของเส้นตรง L กบัระนาบ M 
เพราะฉะน้ัน จุดน้ีย่อมสอดคล้องกบัสมการเส้นตรง L และ
สมการของระนาบ M เราจึงได้ว่ามี t ∈ R ซ่ึง  
        ( 0x , 0y , 0z )  = (2, 0, 1) + t(3, –1, 1)  ... (1) 
และ      3 0x  – 0y  + 0z  = 18              ... (2) 

จาก (1) เราได้        
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=

−=

+=

        t1      z
t     y

t32      x

0

0

0

          ... (3) 

แทน (3) ใน (2) ได้ 
 3(2 + 3t) – (–t) + (1 + t) = 18 
             11t + 7 = 18 
                 t = 1 
แทนค่า t = 1 ใน (3) จะได้จุดตดัคือ (5, –1, 2)       
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บทนยิาม 
   ระยะทางระหว่างเสน้ตรงกบัระนาบ  
คือ  ระยะทางตั้งฉากระหว่างเส้นตรงกบัระนาบ 
ในกรณทีี่เส้นตรงตดักบัระนาบ  
   ระยะทางระหว่างเสน้ตรงกบัระนาบจะเป็นศูนย ์ 
ในกรณทีี่เส้นตรงขนานกบัระนาบ  
   ระยะทางระหว่างเสน้ตรงกบัระนาบ 
คือ  ระยะทางระหว่างจุดใดจุดหน่ึงบนเส้นตรงกบัระนาบ 
 

ตวัอย่าง 3.4.15 จงหาระยะทางระหว่าง 
เส้นตรง 2

1x −  = y = 3
2z +  กบัระนาบ x + y – z = 9 

วิธีทํา เส้นตรงผ่านจุด Q(1, 0, – 2)  
และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง    A  = (2, 1, 3) 
ระนาบมีเวกเตอร์แนวฉาก    N = (1, 1, –1) 
เพราะว่า A ⋅N = (2, 1, 3)⋅(1, 1, –1) = 2 + 1 – 3 = 0 
เพราะฉะน้ัน A  ตั้งฉากกบั N  
เพราะฉะน้ัน เส้นตรงขนานกบัระนาบ 
เพราะฉะน้ัน ระยะทางระหว่างเส้นตรงกบัระนาบกค็ือ  
ระยะทางระหว่างจุด Q กบัระนาบซ่ึงเทา่กบั  
  

222 )1(11

|9)2(01|

−++

−−−+  = 
3

|6| −  = 2 3 หน่วย            
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3.4.5 การขนานกนัของระนาบ 
ระนาบสองระนาบขนานกนั กต่็อเม่ือ เวกเตอร์แนวฉากของ
ระนาบทั้งสองขนานกนั 
 
ตวัอย่าง 3.4.16 จงหาสมการของระนาบ 1M  ซ่ึงขนานกบั
ระนาบ 2M  : 2x – 3y + 4z = 1 และผ่านจุด (1, –2, 3) 
วิธีทํา  

2M  มีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, –3, 4) 
เพราะว่า 1M  ขนานกบั 2M   
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์แนวฉากของ 1M  ขนานกบั N  
เพราะฉะน้ัน N เป็นเวกเตอร์แนวฉากของ 1M  
เพราะฉะน้ัน 1M  เป็นระนาบที่ผ่านจุด (1, – 2, 3)  
และมีเวกเตอร์แนวฉาก N = (2, –3, 4)  
มีสมการเป็น 
  2(x – 1) – 3(y + 2) + 4(z – 3) = 0 
หรือ             2x – 3y + 4z = 20         
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หมายเหตุ  
สมการของระนาบที่ขนานกบัระนาบ    ax + by + cz = 1d   
เราจะเขยีนได้ในรปู             ax + by + cz = 2d  
 

ขอ้สงัเกต  
เราอาจหาสมการของ 1M  ในตวัอย่าง 3.4.16 ได้ดงัน้ี 
เพราะว่า 1M  ขนานกบั 2M   
เพราะฉะน้ัน 1M  มีสมการเป็น    2x – 3y + 4z = d 
เพราะว่า 1M  ผ่านจุด (1, –2, 3)  
เพราะฉะน้ัน         2(1) – 3(–2) + 4(3) = d  
เพราะฉะน้ัน                     d = 20 
เพราะฉะน้ัน สมการของระนาบ 1M  คือ  
                   2x – 3y + 4z = 20 
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ระยะทางระหว่างระนาบสองระนาบ 
การหา ระยะทางระหว่างระนาบสองระนาบ ซ่ึงกค็ือ ระยะทาง
ตั้งฉากระหว่างระนาบทั้งสอง  
ระยะทางระหว่างระนาบทีข่นานกนั คอื 
การหาระยะทางระหว่างจุดใดจุดหน่ึงบนระนาบหน่ึงกบัอกี
ระนาบหน่ึง 
 

ให้ 1M  และ 2M  เป็นระนาบที่ขนานกนั  
โดยที่   1M  มีสมการเป็น   ax + by + cz = 1d   
และ    2M  มีสมการเป็น   ax + by + cz = 2d   
ให้ 0P ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดใน 1M   
และ D เป็นระยะทางระหว่าง 1M  กบั 2M  
 D   = ระยะทางระหว่างจุด 0P ( 0x , 0y , 0z ) กบัระนาบ 2M  
   = 

222
2000

cba

dczbyax ||
++

−++  

เพราะว่า 0P ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดบน 1M   
เพราะฉะน้ัน     a 0x  + b 0y  + c 0z   = 1d  
เพราะฉะน้ัน             D  = 

222
21

cba

dd ||
++

−  

เพราะฉะน้ัน ระยะทางระหว่าง 1M  กบั 2M  = 
222

21

cba

dd ||
++

−  
 

หมายเหตุ ในกรณทีี่ระนาบสองระนาบไม่ขนานกนั  
เราจะได้ว่าระยะทางระหว่างระนาบทั้งสองเป็นศนูย์ 
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ตวัอย่าง 3.4.17 จงหาระยะทางระหว่างระนาบ 
 x – 2y + 2z = 1 กบัระนาบ x – 2y + 2z = 7 
วิธีทํา 
เพราะว่า ระนาบ x – 2y + 2z = 1 และ x – 2y + 2z = 7 
มีเวกเตอร์แนวฉากเหมือนกนั คือ (1, –2, 2) 
เพราะฉะน้ัน ระนาบทั้งสองขนานกนั  
ให้ D เป็นระยะทางระหว่างระนาบทั้งสอง 
เพราะฉะน้ัน  D = 

222
21

cba

dd ||
++

−  

         = 
222 2)2(1

71 ||
+−+

−  

         = 3
6   

         = 2 หน่วย                   
 
จําไดก็้ดี 
   A  = ( 1a , 2a , ... , na ), B = ( 1b , 2b , ... , nb ) 
   A  ขนานกบั B 
   กต่็อเม่ือ 1a  : 1b  = 2a  : 2b  = ... = na  : nb  
เพราะฉะน้ัน   ถ้า   มี ia  : ib  ≠ ja  : jb  
        แล้ว   A  ไม่ขนานกบั B 
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ตวัอย่าง 3.4.18 จงหาสมการของระนาบที่ขนานกบั ระนาบ  
x + 2 y – z = 1 และระยะทางระหว่างระนาบเท่ากบั 3 หน่วย 
วิธีทํา เพราะว่าระนาบที่ต้องการขนานกบัระนาบ  
                 x + 2 y – z  = 1  
เพราะฉะน้ัน  
ระนาบที่ต้องการมีสมการเป็น   x + 2 y – z  = d  
เพราะว่าระยะทางระหว่างระนาบทั้งสองเท่ากบั 3 หน่วย  
เพราะฉะน้ัน 
             3 = 

222 )1()2(1

1d ||
−++

−  

จะได้ว่า      | d – 1 | = 6 
เพราะฉะน้ัน        d = 7, – 5 
แสดงว่า ระนาบที่ต้องการมีสมการเป็น  
      x + 2 y – z = 7  
หรือ     x + 2 y – z = –5                 
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3.4.6 การตดักนัของระนาบ 
ระนาบที่ตดักนัคือระนาบที่ไม่ขนานกนั  
การพิจารณาว่าระนาบคู่ใดๆ ตดักนัหรือไม่  
จึงทาํได้โดยการพิจารณาว่า เวกเตอร์แนวฉากของระนาบทั้งสอง
ขนานกนัหรือไม่  
ในกรณทีี่ระนาบตดักนั รอยตดัย่อมเป็นเส้นตรง 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4.13 
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ตวัอย่าง 3.4.19 กาํหนดสมการของระนาบ 1M  กบั 2M  
 1M  : 2x – y + z = 1 
 2M  : x + y – 2z = 5 
จงพิจารณาว่า ระนาบทั้งสองตดักนัหรือไม่  
ถ้าตดักนั จงหาสมการสมมาตรของเส้นตรงที่เป็นรอยตดัน้ัน 
วิธีทํา   1M  มีเวกเตอร์แนวฉาก 1N  = (2, –1, 1) 
     2M  มีเวกเตอร์แนวฉาก 2N  = (1, 1, –2) 
เพราะว่า 1

2  ≠ 1
1−  

เพราะฉะน้ัน 1N  ไม่ขนานกนั 2N   
เพราะฉะน้ัน 1M  ตัดกบั 2M  
ให้ L เป็นเส้นตรงที่เป็นรอยตดัของ 1M  กบั 2M  
เพราะว่า L อยู่ใน 1M  และ 2M   
เพราะฉะน้ัน L ขนานกบั 1M  และ 2M  
แสดงว่า 1N  และ 2N  ตั้งฉากกบัเวกเตอร์แสดงทศิทางของ L 
เพราะฉะน้ัน 1N  × 2N  ขนานกบัเวกเตอร์แสดงทศิทางของ L 
เพราะฉะน้ัน A  = 1N  × 2N   
เป็นเวกเตอร์แสดงทศิทางของ L 
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และ    A  =   
21  1
1   12
k   j  i

  
−

−  

       =   21  
1   1 −

− i  –   21
1    2  − j  +   1  1

12  − k  
       = i  + 5 j  + 3k  
แทนค่า z = 0 ในสมการของ 1M  และ 2M  จะได้  
             2x – y = 1            ... (1) 
และ            x + y = 5            ... (2) 
(1) + (2) ได้        3x = 6 
                x = 2 
แทนค่า x = 2 ใน (2) ได้ y = 3  
แสดงว่า จุด (2, 3, 0) อยู่บน 1M  และ 2M  
เพราะฉะน้ัน จุด (2, 3, 0) อยู่บน L 
เพราะฉะน้ัน L เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด (2, 3, 0)  
และมีเวกเตอร์แสดงทศิทาง A  = (1, 5, 3) 
มีสมการสมมาตรเป็น x – 2 = 5

3y −  = 3
z             
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3.4.7 มุมระหว่างระนาบสองระนาบ 
บทนยิาม 3.4.3 มุมระหว่างระนาบสองระนาบ  
คือ มุมระหว่างเวกเตอร์แนวฉากของระนาบทั้งสอง 
 

ตวัอย่าง 3.4.20 จงหามุมระหว่างระนาบ  
1M : 2x + y + 2z = 0 กบั 2M  : 5x – 3y + 4z = 1 

วิธีทํา    1M  มีเวกเตอร์แนวฉาก 1N  = (2, 1, 2) 
และ     2M  มีเวกเตอร์แนวฉาก 2N  = (5, –3, 4) 
ให้ θ เป็นมุมระหว่าง 1N  กบั 2N  
      cos θ = |||| |||| 21

21
NN

NN ⋅  

         = 
222222 4)3(5212

)4,3,5()2,1,2(

+−+++

−⋅  

        = 
)25)(3(

15  = 
2

1  

เพราะฉะน้ัน θ = arccos(
2

1 ) = 4
π   

เพราะฉะน้ัน มุมระหว่าง 1M  กบั 2M  คือ 4
π            

หมายเหตุ  
1. ถ้า θ เป็นมุมระหว่างเวกเตอร์แนวฉากของสองระนาบ  
  แล้ว มุมระหว่างระนาบสองระนาบคอื θ หรือ π – θ 
2. ถ้า  มุมระหว่างระนาบสองระนาบคอื 2

π   
  แล้ว ระนาบทั้งสอง ตั้งฉาก กนั 
3. มุมระหว่างระนาบที่ขนานกนั คือ 0 หรือ π 
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