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ฟังกช์นัของ n ตวัแปร 
ให้ f : D → R เมื่อ D ⊆ nR   
และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกที่มากกว่า 1  
โดยที่ nR  = R × R × ... × R (n พจน์)  
เรากล่าวว่า   f เป็น ฟังกช์นัค่าจริงของตวัแปร n ตวั  
หรือ      f เป็น ฟังกช์นัค่าจริงของ n ตวัแปร  
หรือ      f เป็น ฟังกช์นัของ n ตวัแปร 
 

สาํหรับแต่ละสมาชิก X ใน D เราเขยีน X ในรปู  
X = ( 1x , 2x , ... , nx ) เมื่อ 1x , 2x , ... , nx  เป็นจาํนวนจริง  
 

กรณทีี่ n = 2 เรานิยมเขยีน X = (x, y)  
 

กรณทีี่ n = 3 เรานิยมเขยีน X = (x, y, z)  
 

สาํหรับค่าของฟังกชั์น f ที่จุด X เราจะเขยีนแทนด้วย  
f(X) หรือ f( 1x , 2x , ... , nx )  
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การกาํหนดฟังกชั์น กาํหนดโดยใช้สตูรแสดงค่าของฟังกชั์น เช่น 
                 f(x, y) = 22 yx1 −−  
             g(x, y, z) = 

222 zyx
1
++

 

  h( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 1x 3x  + 2
2x  – 4x  

จะเหน็ว่า    f เป็นฟังกชั์นค่าจริงของสองตวัแปร  
        g เป็นฟังกชั์นค่าจริงของสามตวัแปร  
และ       h เป็นฟังกชั์นค่าจริงของสี่ตวัแปร  
ซ่ึงทั้งสามฟังกชั์นไม่ได้ระบุโดเมนว่าเป็นเซตใด  
ในกรณเีช่นน้ีให้ถอืว่า โดเมนคือสบัเซตทีใ่หญ่ทีสุ่ดของ nR  ที่
ทาํให้สตูรแสดงค่าของฟังกชั์นเป็นไปได้  
เพราะฉะน้ัน  โดเมนของ f คอื {(x, y) | 2x  + 2y  ≤ 1} 
    โดเมนของ g คือ {(x, y, z) | (x, y, z) ≠ (0, 0, 0)} 
    โดเมนของ h คือ 4R  
 

ถ้า f เป็นฟังกชั์นค่าจริงของ n ตวัแปร  
และโดเมนของ f คือเซต D ซ่ึง D ⊆ nR  
กราฟของ f คอื  
 {( 1x , 2x , ... , nx , u) | u = f( 1x , 2x , ... , nx )  
                และ ( 1x , 2x , ... , nx ) ∈ D} 
ซ่ึงเราจะเขยีนรปูเรขาคณติแสดงกราฟของ f ได้  
กต่็อเม่ือ n ≤ 2 เท่าน้ัน 
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4.1 ฟังกช์นัค่าจริงของสองตวัแปร 
ตวัอย่าง 5.1.1 กาํหนดให้ f(x, y) = n( 2x  – y + 1)  
จงหาค่าของ f(–1, 1) และ จงเขยีนรปูแสดงโดเมนของ f 

วิธีทํา f(–1, 1) = n(1 – 1 + 1) = n 1 = 0 

f จะเป็นฟังกชั์นค่าจริง กต่็อเม่ือ 2x  – y + 1 > 0 
                        y < 2x  + 1 
โดเมนของ f คอื {(x, y) | y < 2x  + 1}  
ซ่ึงเป็นเซตของจุดในระนาบ XY ที่อยู่ใต้พาราโบลา y = 2x  + 1  
และไม่รวมจุดบนพาราโบลา 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.1 
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  ให้ f เป็นฟังกชั์นค่าจริงของสองตวัแปร  
กล่าวคอื f : D → R เมื่อ D ⊆ 2R   
เราจะได้ว่ากราฟของ f คือ  
S = {(x, y, z) | z = f(x, y) และ (x, y) ∈ D}  
การเขยีนกราฟของ f จะกระทาํได้โดยการลงจุด (x, y, z)  
ในระบบแกนพิกดัฉากในปริภมูิสามมิต ิ 
โดยกาํหนดให้ z = f(x, y) เมื่อ (x, y) ∈ D 
ซ่ึงเมื่อลงจุด (x, y, z) สาํหรับทุกจุด (x, y) ∈ D  
แล้ว เราจะได้กราฟของ f มีลักษณะเป็นพ้ืนผวิ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.2 
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ในการเขยีนกราฟของฟังกชั์นของสองตวัแปร 
เราทาํได้โดยพิจารณาการแปรค่าของตวัแปรตวัหน่ึง  
โดยกาํหนดให้ตวัแปรอกีตวัหน่ึงมีค่าคงตวั เช่น  
ถ้าเราจะเขยีนกราฟของ f(x, y) = 2 2x  + 2y   
เราจะทาํได้โดยให้ 
           z = f(x, y) = 2 2x  + 2y        ... (1) 
สมมตว่ิา y มีค่าคงตวั แสดงว่าเราจะพิจารณากราฟของ f ซ่ึงอยู่
บนระนาบที่ขนานกบัระนาบ XZ น่ันเอง ซ่ึงเราจะทาํได้โดยการ
กาํหนดค่าของ y ต่าง ๆ กนั ดงัน้ี  
ถ้า y = 0 จาก (1)  
จะได้ z = 2 2x  ซ่ึงเป็นสมการของพาราโบลาบนระนาบ XZ 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.3 
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ถ้า y = 1 จาก z = f(x, y) = 2 2x  + 2y  
จะได้ z = 2 2x  + 1 ซ่ึงเป็นสมการพาราโบลาบนระนาบ y = 1  
 
 
 
 
 
       รูปที ่5.1.4 (ก)    รูปที ่5.1.4 (ข) 
จะเหน็ได้ว่า ไม่ว่าเราจะกาํหนดค่า y เป็นเท่าใด  
กราฟของ z = 2 2x  + 2y  จะเป็นพาราโบลาบนระนาบที่ขนาน 
กบัระนาบ XZ ทั้งสิ้น  
เพราะฉะน้ัน  
เมื่อเราเขยีนกราฟของ z = 2 2x  + 2y  บนระนาบ y = c  
สาํหรับค่า c ต่าง ๆ กนั จะได้กราฟดังแสดงในรปูที่ 5.1.5 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.5 
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เมื่อเรานาํกราฟเหล่าน้ีมาผนวกเข้าด้วยกนั  
จะได้กราฟของ f ที่ต้องการดงัแสดงในรปูที่ 5.1.6 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.6 
 
 
หมายเหตุ 
จากตวัอย่างน้ี นอกจากเราจะเขยีนกราฟของ f  
โดยกาํหนดให้ y มีค่าคงตวัแล้ว  
เราอาจพิจารณาโดยกาํหนดให้ x มีค่าคงตวั  
หรือกาํหนดให้ z มีค่าคงตวักไ็ด้  
สาํหรับการกาํหนดให้ x มีค่าคงตวัน้ันจะเหน็ว่า  
ผลที่ได้จะเป็นไปในทาํนองเดยีวกบัการกาํหนดให้ y มีค่าคงตวั  
เพราะฉะน้ัน เราจะกล่าวเฉพาะวิธเีขยีนกราฟของ f เมื่อ
กาํหนดให้ z มีค่าคงตวัซ่ึงเป็นการพิจารณากราฟของ f บน
ระนาบที่ขนานกบัระนาบ XY น่ันเอง 
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จาก z = f(x, y) = 2 2x  + 2y  
จะเหน็ว่า z ≥ 0 เสมอ  
ถ้า z = 0 เราจะได้กราฟของ f เป็นจุดกาํเนิด 
ถ้า z = 1 จาก (1) จะได้ 2 2x  + 2y  = 1 ซ่ึงเป็นสมการของวงรี 
บนระนาบ z = 1  
ดงัแสดงในรปูที่ 5.1.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.7 
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เมื่อเราเขยีนกราฟของ z = 2 2x  + 2y   
บนระนาบ z = k สาํหรับค่า k ต่าง ๆ กนั  
จะได้กราฟดงัแสดงในรปูที่ 5.1.8  
ซ่ึงเมื่อนาํกราฟเหล่าน้ันมาผนวกเข้าด้วยกนั  
เรากจ็ะได้กราฟของ f ตามต้องการ 
 
 
 
 
 
 
 
 
     รูปที ่5.1.8 (ก)       รูปที ่5.1.8 (ข) 
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ตวัอย่าง 5.1.2 กาํหนดให้ f(x, y) = 12 – 2x – 3y  
จงหาโดเมนและเรนจ์ของ f  
พร้อมทั้งเขยีนกราฟของ f อย่างคร่าว ๆ ในอฐัภาคที่ 1 
วิธีทํา จะเหน็ว่า f จะเป็นฟังกชั์นค่าจริง ทุกค่า x, y  
เพราะฉะน้ันโดเมนของ f คือ 2R  
ให้ z = f(x, y) = 12 – 2x – 3y  
สาํหรับ z ∈ R เราสามารถหาจาํนวนจริง x และ y ได้ 
ที่ทาํให้ z = 12 – 2x – 3y 
เพราะฉะน้ัน เรนจ์ของ f คือ {z | z ∈ R} = (–∞, ∞) 
จุดตดัแกน X คือ (6, 0, 0)  
จุดตดัแกน Y คือ (0, 4, 0)  
จุดตดัแกน Z คอื (0, 0, 12) 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.1.9 
กราฟของ f(x, y) = 12 – 2x – 3y  
คือกราฟของระนาบ 2x + 3y + z = 12 ดงัรปูที่ 5.1.9     
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ตวัอย่าง 5.1.3 กาํหนดให้ f(x, y) = 22 y4x9 −−   
จงหาโดเมนและเรนจ์ของ f พร้อมทั้งเขยีนกราฟของ f  
วิธีทํา f เป็นฟังกชั์นค่าจริง กต่็อเม่ือ  9 – 2x  – 4 2y  ≥ 0 
                        2x  + 4 2y  ≤ 9 
เพราะฉะน้ัน โดเมนของ f คือ {(x, y) | 2x  + 4 2y  ≤ 9}  
ซ่ึงคือ เซตของจุดภายในวงรี 2x  + 4 2y  = 9 และรวมจุดบนวงรี 
ให้ z = f(x, y) = 22 y4x9 −−  
เพราะว่า            0 ≤ 2x  + 4 2y  ≤ 9  
เพราะฉะน้ันเรนจ์ของ f คือ {z | 0 ≤ z ≤ 3} = [0, 3] 
การเขียนกราฟของ f  
f = {(x, y, z) | z = 22 y4x9 −−  และ 2x  + 4 2y ≤ 9}  
ให้ z = c สาํหรับค่า c ต่าง ๆ กนั ซ่ึง 0 ≤ c ≤ 3  
จะได้ว่า           c  = 22 y4x9 −−  
เพราะฉะน้ัน     2x  + 4 2y   = 9 – 2c           ... (1) 
ถ้า c = 3  
กราฟของสมการ (1) คือจุด (0, 0, 3) 
ถ้า 0 ≤ c < 3  
กราฟของสมการ (1) คือ วงรีบนระนาบ z = c เมื่อ c มีค่า
เพ่ิมขึ้น ขนาดของวงรีจะเลก็ลง 
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จาก z = 22 y4x9 −−   
ถ้าให้ x = 0 จะได้ z = 2y49 −   
ซ่ึงเป็นสมการของคร่ึงวงรีบนระนาบ YZ 
โดยอาศยัการพิจารณาเช่นน้ี เราจะได้กราฟของ f ดงัแสดงในรปู
ที่ 5.1.10 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 

รูปที ่5.1.10 
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ตวัอย่าง 5.1.4 กาํหนดให้ f(x, y) = 22 yx +   
จงหาโดเมนและเรนจ์ของ f พร้อมทั้งเขยีนกราฟของ f  
วิธีทํา เพราะว่า f มีค่า ทุกค่า x, y เพราะฉะน้ัน fD  = 2R   
ให้ z = f(x, y) = 22 yx +  เพราะว่า 2x  + 2y  ≥ 0  
เพราะฉะน้ัน เรนจ์ของ f คือ {z | z ≥ 0} = [0, ∞) 
การเขยีนกราฟของ f ทาํโดยการสมมตว่ิา z มค่ีาคงตวั 
ให้ z = c สาํหรับค่า c ต่าง ๆ กนัซ่ึง c ≥ 0 
จะได้ว่า          c  = 22 yx +   
เพราะฉะน้ัน   2x  + 2y   = 2c             ... (1) 
ถ้า c = 0 กราฟของสมการ (1) คือ จุด (0, 0, 0) 
ถ้า c > 0 กราฟของสมการ (1) คือวงกลมรัศมี c  
บนระนาบ z = c เมื่อ c มีค่าเพ่ิมขึ้น ขนาดวงกลมจะใหญ่ขึ้น 
จาก z = 22 yx +  
ให้ x = 0 จะได้ z = 2y  = | y |  
ซ่ึงเป็นสมการของเส้นตรง 2 เส้นตดักนับนระนาบ YZ 
 
รูปที ่5.1.11 
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5.2 ลิมิตและความต่อเนือ่งของฟังกช์นัของสองตวัแปร 
บทนยิามทีส่าํคญั 
1. ถ้า X(x, y) และ A( 0x , 0y ) เป็นจุดสองจุดใน 2R   
เรานิยามว่า ระยะทาง ระหว่างจุด X กบัจุด A  
คือ 2

0
2

0 )yy()xx( −+−   
และเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์|| X – A || 
 

2. ให้ ( 0x , 0y ) เป็นจุดใด ๆ ใน 2R   
และ r เป็นจาํนวนจริงบวก  
เรานิยาม แผ่นกลมเปิด มีจุดศนูย์กลางที่จุด A และ รัศมี r  
คือ เซต {X ∈ 2R  | || X – A || < r}  
และเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ 
B(A ; r) ซ่ึงจะมีลักษณะดงัรปูที่ 5.2.1 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.1 
หมายเหตุ 
ในกรณทีี่เราไม่ต้องการเจาะจงรัศมีของแผ่นกลมเปิด  
เราจะใช้สญัลักษณ ์B(A) 
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3. ให้ D ⊆ 2R  และ A ∈ D 
A เป็น จุดภายใน ของ D  
กต่็อเม่ือ มีแผ่นกลมเปิด B(A) ซ่ึง B(A) ⊆ D 
 

ถ้า  จุดทุกจุดที่อยู่ใน D เป็นจุดภายในของ D  
แล้ว เราจะกล่าวว่า D เป็น เซตเปิด 
 

4. ให้ D ⊆ 2R  และ A ∈ 2R   
A เป็น จุดขอบ ของ D  
กต่็อเม่ือ สาํหรับทุก ๆ แผ่นกลมเปิด B(A) มีจุดอย่างน้อยหน่ึง 
จุดที่อยู่ใน D และมีจุดอย่างน้อยหน่ึงจุดที่ไม่อยู่ใน D 
 

ถ้าจุดขอบทุกจุดของ D อยู่ใน D แล้ว D เป็น เซตปิด 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.2 
จากรปูที่ 5.2.2 จะได้ว่า 1D  เป็นเซตเปิด 2D  เป็นเซตปิด  
และ 3D  ไม่เป็นทั้งเซตเปิดและเซตปิด 
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5. ให้ D ⊆ 2R  และ A ∈ 2R  
A เป็น จุดลิมิต ของ D  
กต่็อเม่ือ 
สาํหรับทุก ๆ แผ่นกลมเปิด B(A) จะได้ว่า  
(B(A) – {A}) ∩ D ≠ ∅ 
ขอ้สงัเกต จุดภายในของ D จะเป็นจุดลิมิตของ D ด้วย  
แต่จุดขอบของ D อาจจะเป็นหรือไม่เป็นจุดลิมิตของ D กไ็ด้ 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.3 
จากรปูที่ 5.2.3  
จะเหน็ว่า จุดขอบของ 1D  เป็นจุดลิมิตของ 1D  ด้วย  
แต่ถ้า A ∉ 1D  และ ให้ D = 1D  ∪ {A}  
เราจะได้ว่า A เป็นจุดขอบของ D แต่ A ไม่เป็นจุดลิมิตของ D  
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6. ให้ D ⊆ 2R   
D เป็น เซตทีมี่ขอบเขต  
กต่็อเม่ือ 
เราสามารถสร้างรปูสี่เหล่ียมผนืผ้าล้อมรอบ D ได้ 
 
 
 
 
 
 
    รูปที ่5.2.4 (ก)       รูปที ่5.2.4 (ข) 
 
จากรปูที่ 5.2.4(ก) จะได้ว่า 1D  เป็นเซตที่มีขอบเขต  
และจากรปูที่ 5.2.4(ข) จะได้ว่า  

2D  = {(x, y) | x ≥ 0 และ y ≥ 0} เป็นเซตที่ไม่มีขอบเขต 
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5.2.1 ลิมิตของฟังกช์นัของสองตวัแปร 
บทนยิาม 5.2.1 ให้ f : D → R เมื่อ D ⊆ 2R   
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดลิมิตของ D  
เรากล่าวว่า f(x, y)  
มีลิมิตเป็นจํานวนจริง L เมือ่ (x, y) เขา้ใกล ้( 0x , 0y )  
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = L  

กต่็อเม่ือ สาํหรับทุก ๆ จาํนวนจริงบวก ε ที่กาํหนดให้  
จะมีจาํนวนจริงบวก δ ที่ทาํให้  
 | f(x, y) – L | < ε ทุก ๆ (x, y) ∈ D  
ซ่ึง 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
 
 
กล่าวอกีนัยหน่ึง 
ทุก ๆ (x, y) ∈ D  
ถ้า      0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
แล้ว     | f(x, y) – L | < ε 
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ตวัอย่าง 5.2.1 จงแสดงว่า 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 22

2

yx

yx3

+
 = 0 

แนวคิด เราจะต้องแสดงว่า  
สาํหรับทุก ๆ จาํนวนจริง ε > 0 ที่กาํหนดให้  
จะมีจาํนวนจริง δ > 0  

ที่ทาํให้ | 
22

2

yx

yx3

+
 – 0 | < ε ทุก ๆ (x, y) ที่อยู่ใน D  

(ในที่น้ี D = {(x, y) | (x, y) ≠ (0, 0)})  
ซ่ึง 0 < || (x, y) – (0, 0) || < δ 
เราจะสงัเกตได้ว่า  
จุดสาํคัญของการแสดงข้อความน้ีอยู่ที่การเลือกค่า δ ที่เหมาะสม  

ซ่ึงเราจะสามารถเลือก δ ได้จากการพิจารณา | 
22

2

yx

yx3

+
 – 0 |  

เพราะว่า | 
22

2

yx

yx3

+
 – 0 |    = 

||

||

22

2

yx
yx3

+
 

                = 
22

2

yx

 y x3

+
 

                ≤ 22

2222

yx
yx)yx(3

+

++  

                = 3 22 yx +  
                < 3δ 
เพราะฉะน้ันเราควรเลือก δ ซ่ึง 3δ ≤ ε หรือ δ ≤ 3

ε  



บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

21

วิธีทํา กาํหนดให้ ε > 0 เลือก δ = 3
ε   

เพราะฉะน้ัน δ > 0 
D = {(x, y) | (x, y) ≠ (0, 0)} 
ให้ (x, y) เป็นจุดใด ๆ ใน D ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0) 
สมมต ิ0 < || (x, y) – (0, 0) || < δ 

เพราะฉะน้ัน | 
22

2

yx

yx3

+
 – 0 |    = 

||

||

22

2

yx
yx3

+
 

               = 
22

2

yx

 y x3

+
 

               ≤ 22

2222

yx
yx)yx(3

+

++  

               = 3 22 yx +  
               < 3δ 
               = 3(3

ε)  

               = ε 

เพราะฉะน้ัน 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 22

2

yx

yx3

+
 = 0              

 
หมายเหตุ ตวัอย่าง 5.2.1 แสดงให้เหน็ถงึวธิกีารแสดงว่าลิมิตมี
ค่าโดยใช้บทนิยามของลิมิต ซ่ึงในการเรียนระดบัน้ี เราจะไม่เน้น
วิธกีารดงักล่าว 
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บทนยิาม 5.2.2 ให้ f : D → R เมื่อ D ⊆ 2R   
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดลิมิตของ D 
ให้ C เป็นเส้นโค้งใด ๆ ใน 2R  ซ่ึงผ่านจุด ( 0x , 0y ) 
เรากล่าวว่า  
f(x, y) มีลิมิตเป็นจํานวนจริง L เมือ่ (x, y) เขา้ใกล ้ 
( 0x , 0y ) ตามเสน้โคง้ C  
เขยีนแทนด้วยสญัลักษ์ 

C

)0y ,0x()y ,x(

    

lim

บน
→

f(x, y) = L  

กต่็อเม่ือ สาํหรับทุก ๆ จาํนวนจริงบวก ε ที่กาํหนดให้  
จะมีจาํนวนจริงบวก δ ที่ทาํให้  
| f(x, y) – L | < ε ทุก ๆ (x, y) ∈ C ∩ D  
ซ่ึง 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
 
กล่าวอกีนัยหน่ึง 
ทุก ๆ (x, y) ∈ C ∩ D  
ถ้า      0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
แล้ว     | f(x, y) – L | < ε 
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ขอ้สงัเกต  
1.  ถ้า   

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = L 

   แล้ว  
C

)0y ,0x()y ,x(

    

lim

บน
→

f(x, y) = L  

   สาํหรับทุก ๆ เส้นโค้ง C ที่ผ่านจุด ( 0x , 0y ) 
 
2.  จากผลใน ข้อ 1. ถ้าเรามีเส้นโค้ง 2 เส้น 
   คือ 1C  และ 2C  ซ่ึงต่างกผ่็านจุด ( 0x , 0y ) แต่ 
   

1C

)0y ,0x()y ,x(

    

lim

บน
→

f(x, y) ≠ 

2C

)0y ,0x()y ,x(

    

lim

บน
→

f(x, y) 

   เราจะสรปุได้ทนัทว่ีา f(x, y) ไม่มีลิมิตเป็นจาํนวนจริง 
   เมื่อ (x, y) เข้าใกล้ ( 0x , 0y ) 
   ซ่ึงอาจเขยีนได้ว่า 

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) ไม่มค่ีา 

 
3.  จากผลในข้อ 1. ถ้าเรามีเส้นโค้ง C ที่ผ่านจุด  
   ( 0x , 0y ) และ 

C

)0y ,0x()y ,x(

    

lim

บน
→

f(x, y) ไม่มค่ีา  

   เราสรปุได้ว่า 
)0 , 0()y ,x(

lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า 
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ตวัอย่าง 5.2.2 กาํหนดให้ f(x, y) = 
24

2

yx
yx

+
  

จงแสดงว่า 
)0 , 0()y ,x(

lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า 

วิธีทํา ให้    1C  เป็นเส้นตรง y = 0 
และ       2C  เป็นเส้นโค้ง y = 2x  
เพราะฉะน้ัน 1C  และ 2C  ผ่านจุด (0, 0) 
สาํหรับจุด (x, y) ใด ๆ บน 1C  ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0)  
จะได้ว่า f(x, y) = 4x

0  = 0 

และสาํหรับจุด (x, y) ใด ๆ บน 2C  ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0)  
จะได้ว่า f(x, y) = 

44

4

xx
x
+

 = 2
1  

เพราะฉะน้ัน    

1C
)0 ,0()y ,x(

  

lim

บน
→

f(x, y)  = 0  

และ        

2C
)0 ,0()y ,x(

  

lim

บน
→

f(x, y)  = 2
1  

เพราะฉะน้ัน  
      

1C
)0 ,0()y ,x(

  

lim

บน
→

f(x, y) ≠ 

2C
)0 ,0()y ,x(

  

lim

บน
→

f(x, y) 

เพราะฉะน้ัน 
)0 , 0()y ,x(

lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า             
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ตวัอย่าง 5.2.3 กาํหนดให้ f(x, y) = 
42

32

yx

yx

+

+   

จงแสดงว่า 
)0 , 0()y ,x(

lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า 

วิธีทํา ให้ C เป็นเส้นตรง x = 0 
จะเหน็ว่า C ผ่านจุด (0, 0) 
สาํหรับจุด (x, y) ใด ๆ บน C ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0)  

จะได้ว่า f(x, y) = 4

3

y
y  = y

1  

เพราะฉะน้ัน 
C

)0 ,0()y ,x(
  

lim

บน
→

f(x, y) = 
C

)0 ,0()y ,x(
  

lim

บน
→ y

1  ซ่ึงไม่มีค่า 

เพราะฉะน้ัน 
)0 , 0()y ,x(

lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า             
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ทฤษฎีบท 5.2.1 ให้ f และ g เป็นฟังกชั์นจาก D ไปยัง R  
เมื่อ D ⊆ 2R  และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดลิมิตของ D  
และให้ c, A, B เป็นจาํนวนจริงใด ๆ จะได้ว่า 
1.  ถ้า   f(x, y) = c ทุก (x, y) ∈ D  
  แล้ว  

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = c 

2. ถ้า   f(x, y) = x ทุก (x, y) ∈ D  
  แล้ว  

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = 0x  

3. ถ้า   f(x, y) = y ทุก (x, y) ∈ D  
  แล้ว  

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = 0y  

4. ถ้า   
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

f(x, y) = A  

  และ  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

g(x, y) = B แล้ว จะได้ว่า 

  4.1  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

[f(x, y) + g(x, y)] = A + B 

  4.2  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

f(x, y)g(x, y) = AB 

  4.3  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→ )y,x(g

)y,x(f  = B
A         เม่ือ B ≠ 0 

  4.4  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

| f(x, y) | = | A | 

  4.5  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

m )y ,x(f  = m A   

  เมื่อ m เป็นจาํนวนเตม็บวกที่มากกว่า 1 และ m A  ∈ R 
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ตวัอย่าง 5.2.4 จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 
    1.  

)2 ,1()y ,x(
lim

−→
(4 3x 2y  – 2x 3y  + 5y – 1) 

    2.  
)2 ,4()y ,x(

lim
−→

x3 3 x2y +  

    3.  
)3 ,0()y ,x(

lim
→ 3yx3xy

y3x3yyx 222

+−−
−−+   

    4.  
)5 ,3()y ,x(

lim
−→
| 

yx
xy
+

 | 

วิธีทํา 
1. 

)2 ,1()y ,x(
lim

−→
(4 3x 2y  – 2x 3y  + 5y – 1) 

    = 4
)2 ,1()y ,x(

lim
−→

3x 2y  – 2
)2 ,1()y ,x(

lim
−→

x 3y  

        + 5
)2 ,1()y ,x(

lim
−→

y – 
)2 ,1()y ,x(

lim
−→

1 

    = 4(–1)(4) – 2(–1)(8) + 5(2) – 1  
    = –16 + 16 + 10 – 1  
    = 9 
 
2. 

)2 ,4()y ,x(
lim

−→
x3 3 x2y +  

    = (
)2 ,4()y ,x(

lim
−→

x)(3 3
)2 ,4()y ,x(

 2x)(ylim +
−→

) 

    = 43 88+−   
    = 0 

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

28

3. 
)3 ,0()y ,x(

lim
→ 3yx3xy

y3x3yyx 222

+−−
−−+  

       = 
)3 ,0()y ,x(

lim
→ )3y)(1x(

)3y)(yx( 2

−−
−+  

       = 
)3 ,0()y ,x(

lim
→ 1x

yx 2

−
+  

       = )1x(lim

)yx(lim

)3 ,0()y ,x(

2
)3 ,0()y ,x(

−

+

→

→  

       = 
1

3
−

 
       = –3 
 
4. เพราะว่า  

)5 ,3()y ,x(
lim

−→ yx3
xy
+

  = 
)5()3(3

)5)(3(
−+

−   

                   = – 4
15  

 เพราะฉะน้ัน 
)5 ,3()y ,x(

lim
−→
| 

yx
xy
+

 | = | – 4
15  | 

                   = 4
15             



บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

29

ในการแสดงว่า 
)0y,0x()y,x(

lim
→

f(x, y)g(x, y) = 0  

สามารถใช้ผลของทฤษฎบีท ต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 5.2.2 กาํหนดให้ f(x, y) และ g(x, y) เป็นฟังกชั์น 
ถ้า     1. มีจาํนวนจริงบวก M และ δ  
       ที่ทาํให้ | f(x, y) | ≤ M  
       ทุก (x, y) ในโดเมนของ f  
       ซ่ึง 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
 
กล่าวอกีนัยหน่ึง 
       ทุก (x, y) ในโดเมนของ f  
       ถ้า 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
       แล้ว | f(x, y) | ≤ M 
 

และ    2. 
)0y,0x()y,x(

lim
→

g(x, y) = 0 

แล้ว 
     

)0y,0x()y,x(
lim
→

f(x, y)g(x, y) = 0 
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บทพสูิจน ์กาํหนดให้ f(x, y), g(x, y) เป็นฟังกชั์น และ 
1. มีจาํนวนจริงบวก M และ δ  
ที่ทาํให้ | f(x, y) | ≤ M ทุก (x, y) ในโดเมนของ f  
 ซ่ึง 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
และ  
2. 

)0y,0x()y,x(
lim
→

g(x, y) = 0 

กาํหนดให้ ε > 0  
เพราะว่า 

)0y,0x()y,x(
lim
→

g(x, y) = 0 

เพราะฉะน้ันจะมี δ′ > 0 ซ่ึงทาํให้  
| g(x, y) – 0 | < 

1M +
ε  ทุก ๆ (x, y) ในโดเมนของ g  

ซ่ึง  0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ′          ... (*) 
ให้ δ′′ เป็นค่าตํ่าสดุของ {δ, δ′} 
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ให้ (x, y) เป็นจุดใด ๆ ในโดเมนของ f และ โดเมนของ g 
สมมตว่ิา 
      0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ′′ 
เพราะฉะน้ันจาก 1. จะได้ว่า | f(x, y) | ≤ M 
และจาก (*) จะได้ว่า | g(x, y) | < 

1M +
ε  

เพราะฉะน้ัน 
  | f(x, y)g(x, y) – 0 |  = | f(x, y)g(x, y) | 
               = | f(x, y) | | g(x, y) | 
               < M(

1M +
ε ) 

               = (
1M

M
+

)ε  

               < (1)ε  
               = ε 
เพราะฉะน้ัน 

)0y,0x()y,x(
lim
→

f(x, y)g(x, y) = 0          
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ตวัอย่าง 5.2.5 จงแสดงว่า 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 22

32

yx

yx2

+
 = 0 

วิธีทํา ให้ f(x, y) = 
22 yx

xy2

+
 และ g(x, y) = x 3y  

เพราะว่า | 
22 yx

xy2

+
 |   = 

22 yx
|y| |x|2

+
 

             = 
22

22

yx

yx2

+
 

             ≤ 22

2222

yx
yxyx2

+

++   

             = 2        ทุก (x, y) ≠ (0, 0) 
เพราะฉะน้ัน   | 

22 yx

xy2

+
 | ≤ 2    ทุก (x, y) ∈ fD  ... (1) 

และ 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

g(x, y) = 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

x 3y  = 0     ... (2) 

เลือก M = 2 และ δ = 1 เพราะฉะน้ัน จาก (1), (2) จะได้ว่า 
    1.  มีจาํนวนจริงบวก M และ δ ที่ทาํให้  
       | f(x, y) | ≤ M ทุก (x, y) ในโดเมนของ f  
       ซ่ึง 0 < || (x, y) – (0, 0) || < δ 
และ   2.  

)0 ,0()y ,x(
lim
→

g(x, y) = 0 

โดยทฤษฎบีท 5.2.2 จะได้ว่า 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

f(x, y)g(x, y) = 0 

เพราะฉะน้ัน 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 22

32

yx

yx2

+
 = 0             
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ตวัอย่าง 5.2.6 จงแสดงว่า 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 44

42

yx

yx

+
 = 0 

วิธีทํา ให้ f(x, y) = 
44

4

yx

y

+
 และ g(x, y) = 2x  

เพราะว่า 4y  ≤ 4x  + 4y  ทุก (x, y) ในโดเมนของ f 
เพราะฉะน้ัน ถ้า 0 < || (x, y) – (0, 0) || < 1  

       แล้ว | 
44

4

yx

y

+
 | ≤ 1           ... (1) 

และ 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

g(x, y) = 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

2x  = 0     ... (2) 

เลือก M = 1 และ δ = 1  
เพราะฉะน้ัน จาก (1) และ (2) จะได้ว่า 
      1.  มีจาํนวนจริงบวก M และ δ ที่ทาํให้  
         | f(x, y) | ≤ M ทุก (x, y) ในโดเมนของ f  
         ซ่ึง 0 < || (x, y) – (0, 0) || < δ 
และ     2.   

)0 ,0()y ,x(
lim
→

g(x, y) = 0 

โดยทฤษฎบีท 5.2.2 จะได้ว่า 
)0 ,0()y ,x(

lim
→

f(x, y)g(x, y) = 0 

เพราะฉะน้ัน 
)0 ,0()y ,x(

lim
→ 44

42

yx

yx

+
 = 0             
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5.2.2 ความต่อเนือ่งของฟังกช์นัของสองตวัแปร 
บทนยิาม 5.2.3  
ให้ f : D → R เมื่อ D ⊆ 2R  
 และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดใด ๆ ใน 2R   
เราจะกล่าวว่า f มีความต่อเนือ่งทีจุ่ด ( 0x , 0y ) กต่็อเม่ือ 
     1.  f( 0x , 0y ) มีค่า 
     2.  

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

 f(x, y) มีค่า 

และ    3.  
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

f(x, y) = f( 0x , 0y ) 

สาํหรับ S ⊆ D เราจะกล่าวว่า f มีความต่อเนือ่งบน S  
กต่็อเม่ือ f มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุดใน S  
 

ตวัอย่าง 5.2.7  

กาํหนดให้ f(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

)0,0()y,x(            0     

)0,0()y,x(      
yx
yx

24

2

   

   

เม่ือ
เม่ือ  

 

จงพิจารณาว่า f มีความต่อเน่ืองที่จุด (0, 0) หรือไม่ 
วิธีทํา จากตวัอย่าง 5.2.2  
เราได้ว่า 

)0 ,0()y ,x(
lim
→

f(x, y) ไม่มีค่า  

เพราะฉะน้ัน f ไม่มีความต่อเน่ืองที่จุด (0, 0)          

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

35

ตวัอย่าง 5.2.8.1 กาํหนดให้ f(x, y) = 
yx

xy
−

  
จงพิจารณาว่า f มีความต่อเน่ืองที่จุด (1, –1) หรือไม่ 
วิธีทํา  
เพราะว่า  
    (1)       f(1, –1)  = 

)1(1
)1(1
−−
−   

                  = – 2
1  

    (2) 
)1 ,1()y ,x(

lim
−→

f(x, y)  = 
)1 ,1()y ,x(

lim
−→ yx

xy
−

  

                  = – 2
1  

และ   (3) 
)1 ,1()y ,x(

lim
−→

f(x, y)  = f(1, –1)  

                   (จากข้อ (1) และ (2)) 
เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่จุด (1, –1)          
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ตวัอย่าง 5.2.8.2 กาํหนดให้ f(x, y) = 
yx

xy
−

  
จงพิจารณาว่า f มีความต่อเน่ืองบนโดเมนของ f หรือไม่ 
วิธีทํา  
โดเมนของ f คอื D = {(x, y) | x ≠ y} 
ให้ ( 0x , 0y ) เป็นจุดใด ๆ ใน D  
 (1) f( 0x , 0y ) = 

00

00
yx

yx
−

 ซ่ึงมค่ีาเป็นจาํนวนจริง 

 (2) 
)0y ,0x()y ,x(

lim
→

f(x, y)   = 
)0y ,0x()y ,x(

lim
→ yx

xy
−

  

                 = 
00

00
yx

yx
−

 

    ซ่ึงมค่ีาเป็นจาํนวนจริง 
และ  
 (3) 

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = f( 0x , 0y )  

                     (จาก (1) และ (2)) 
เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
แต่เพราะว่า ( 0x , 0y ) เป็นจุดใด ๆ ใน D  
เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุดใน D  
เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองบนโดเมนของ f          
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สมบติัเกีย่วกบัความต่อเนือ่งของฟังกช์นั 
ทฤษฎีบท 5.2.3  
ถ้า  f และ g เป็นฟังกชั์นที่มคีวามต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
   และ c เป็นค่าคงตวั  
แล้ว 
   1. ฟังกชั์น f + g, f – g, cf, fg และ | f |  
     มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
   2. ถ้า g( 0x , 0y ) ≠ 0  
     แล้ว ฟังกชั์น g

f  มคีวามต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
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ทฤษฎีบท 5.2.4 ให้ f, g : 2R  → R โดยที่ f(x, y) = x  
และ g(x, y) = y จะได้ว่า f และ g มีความต่อเน่ืองบน 2R  
 
หมายเหตุ เราเรียกฟังกชั์น f และ g ในทฤษฎบีท 5.2.4  
ว่า ฟังกช์นัโพรเจกชนั 
 
ขอ้สงัเกต สาํหรับฟังกชั์นพหุนามของสองตวัแปร ซ่ึงเป็น
ฟังกชั์นที่เขยีนได้ในรปู 

 f(x, y) = ∑
=

m

0  i
∑
=

n

0  j
ijc ix jy  เมื่อ ijc  เป็นค่าคงตวั 

โดยอาศยัทฤษฎบีท 5.2.3 และ 5.2.4  
จะเหน็ว่า ฟังกชั์นพหุนามของสองตวัแปร  
มีความต่อเน่ืองบน 2R  เสมอ 
ตวัอย่างเช่น  
f(x, y) = 2x – 3y + 1 
g(x, y) = 2x  – 3xy + 5 2y  – x + 2y + 6 
h(x, y) = 5x y + 4x 3y  - 2 2x 4y  + xy – y 
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บทนยิาม 5.2.4 ถ้า f : 1D  → R เมื่อ 1D  ⊆ 2R   
และ g : 2D  → R โดยที่เรนจ์ของ f เป็นสบัเซตของ 2D   
ฟังกช์นัประกอบของ f และ g  
ซ่ึงจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ fg   
คือ ฟังกชั์นจาก 1D  ไปยัง R โดยที่ 
 ( fg )(x, y) = g(f(x, y)) สาํหรับทุก (x, y) ∈ 1D  
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.5 
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ทฤษฎีบท 5.2.5 ให้ f : 1D  → R เม่ือ 1D  ⊆ 2R   
และ g : 2D  → R โดยที่เรนจ์ของ f เป็นสบัเซตของ 2D   
และให้ ( 0x , 0y ) เป็นจุดใด ๆใน 1D   
ถ้า   f มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
    และ g มีความต่อเน่ืองที่จุด f( 0x , 0y )  
แล้ว  ฟังกชั์นประกอบของ f และ g  
คือ fg  มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y ) 
บทพสูิจน ์ให้ h = fg  และ 0u  = f( 0x , 0y ) 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.6 
เราจะต้องแสดงว่า สาํหรับทุก ๆ จาํนวนจริง ε > 0  
ที่กาํหนดให้ จะมีจาํนวนจริง δ > 0  
ที่ทาํให้ | h(x, y) – h( 0x , 0y ) | < ε ทุก ๆ (x, y) ∈ 1D   
ซ่ึง 0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ 
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กาํหนดให้ ε > 0 
เพราะว่า g มีความต่อเน่ืองที่จุด 0u   
เพราะฉะน้ัน จะมีจาํนวนจริง 1δ  > 0 ที่ทาํให้ 
 | g(u) – g( 0u ) | < ε ทุก ๆ u ∈ 2D   
ซ่ึง         0 < | u – 0u  | < 1δ           ... (1) 
และเพราะว่า f มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
เพราะฉะน้ันจะมีจาํนวนจริง δ > 0 ที่ทาํให้ 
| f(x, y) – f( 0x , 0y ) | < 1δ  ทุก ๆ (x, y) ∈ 1D   
ซ่ึง        0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) || < δ    ... (2) 
ให้ (x, y) เป็นจุดใด ๆ ใน 1D   
ซ่ึง        0 < || (x, y) – ( 0x , 0y ) ||  < δ 
จาก (2) จะได้ว่า  
           | f(x, y) – f( 0x , 0y ) |  < 1δ  
และจาก (1) จะได้ว่า  
       | g(f(x, y)) – g(f( 0x , 0y )) |  < ε 
หรือ | h(x, y) – h( 0x , 0y ) | < ε (เพราะว่า h = fg ) 
เพราะฉะน้ัน h = fg  มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )     
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ตวัอย่าง 5.2.9 กาํหนดให้ f(x, y) = sin(x + 2y )  
จงแสดงว่า f มคีวามต่อเน่ืองบน 2R  
วิธีทํา ให้     u(x, y)  = x + 2y  
และ         g(u)  = sin u 
จะเหน็ว่า u มีความต่อเน่ืองบน 2R   
(เป็นฟังกชั์นพหุนามของสองตวัแปร) 
 g มีความต่อเน่ืองบน R 
และ f(x, y) = g(u(x, y)) = sin(x + 2y ) 
เพราะฉะน้ัน โดยทฤษฎบีท 5.2.5  
จะได้ว่า f = ug  มีความต่อเน่ืองบน 2R             
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ตวัอย่าง 5.2.10 กาํหนดให้ f(x, y) = 
yx

)yx(n 3
2

22

−
+   

จงพิจารณาว่า f มีความต่อเน่ืองที่จุดใดบ้าง 
พร้อมทั้งเขยีนรปูแสดงอาณาบริเวณที่ f มีความต่อเน่ือง 

วิธีทํา ให้    F(x, y) = 3 n( 2x  + 2y ) 
        G(x, y) = 2x  – y  

        u(x, y) = n( 2x  + 2y ) 
        v(x, y) = 2x  + 2y  

          g(v) = n v 
จะเหน็ว่า G และ v มีความต่อเน่ืองบน 2R  (เป็นฟังกชั์นพหุ
นามของสองตวัแปร) 
 g มีความต่อเน่ือง เม่ือ v > 0 ซ่ึงกค็อื 2x  + 2y  > 0  
เพราะฉะน้ัน (x, y) ≠ (0, 0) 

และ u(x, y) = g(v(x, y)) = n( 2x  + 2y ) 
เพราะฉะน้ัน โดยทฤษฎบีท 5.2.5 จะได้ว่า u = vg   
มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุด (x, y) ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0) 

เพราะว่า F(x, y) = 3u(x, y) = 3 n( 2x  + 2y )  
เพราะฉะน้ัน F มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุด (x, y)  
ซ่ึง (x, y) ≠ (0, 0) 
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เพราะว่า f(x, y) = 
)y ,x(G
)y ,x(F   

เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุด (x, y) ซ่ึง  
(x, y) ≠ (0, 0) และ G(x, y) ≠ 0  
ซ่ึงกค็ือ 2x  – y ≠ 0  
เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่ทุก ๆ จุด (x, y) ซ่ึง y ≠ 2x   
(กล่าวคอื f มีความต่อเน่ืองที่ทุกจุดใน 2R  ยกเว้นจุดบน
พาราโบลา y = 2x  น่ันเอง)  
และอาณาบริเวณที่ f มีความต่อเน่ือง 
คือ บริเวณที่แรเงาในรปูที่ 5.2.7 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.2.7 
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5.3 อนุพนัธย่์อยของฟังกช์นัของสองตวัแปร 
ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายในของโดเมนของ f  
ถ้าเรากาํหนดให้ y มีค่าคงตวั สมมตว่ิา y = 0y   
จะได้ว่า z = f(x, 0y ) เป็นฟังกชั์นของตวัแปร x เพียงตวัเดยีว  
ซ่ึงถ้าฟังกชั์นน้ีมีอนุพันธท์ี่จุด x = 0x   
เราจะเรียกอนุพันธท์ี่ได้น้ีว่าอนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั x ที่จุด  
( 0x , 0y ) และจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์

x
f
∂
∂ ( 0x , 0y ) 

 

ในทาํนองเดยีวกนั  
ถ้ากาํหนดให้ x มีค่าคงตวั  
สมมตว่ิา x = 0x  จะได้ว่า z = f( 0x , y)  
เป็นฟังกชั์นของตวัแปร y เพียงตวัเดยีว  
ซ่ึงถ้าฟังกชั์นน้ีมีอนุพันธท์ี่จุด y = 0y   
เราจะเรียกอนุพันธท์ี่ได้น้ีว่า  
อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั y ที่จุด ( 0x , 0y )  
และเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์

x
f
∂
∂ ( 0x , 0y ) 
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บทนยิาม 5.3.1  
ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายในของโดเมนของ f  
อนุพนัธย่์อยของ f เทียบกบั x ทีจุ่ด ( 0x , 0y ) คือ 
 

x
f
∂
∂ ( 0x , 0y ) = 

0h
lim
→ h

)y ,x(f)y ,hx(f 0000 −+  ถ้าลิมิตมีค่า 
และ  
อนุพนัธย่์อยของ f เทียบกบั y ทีจุ่ด ( 0x , 0y ) คือ 
 

y
f
∂
∂ ( 0x , 0y ) = 

0k
lim
→ k

)y ,x(f)ky ,x(f 0000 −+  ถ้าลิมิตมีค่า 
 

หมายเหตุ สญัลักษณท์ี่ใช้เขยีนแทนอนุพันธย่์อยของ  
z = f(x, y) มีหลายแบบ เช่น อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั x  
ที่จุด ( 0x , 0y ) อาจเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์
 xf ( 0x , 0y ), 1f ( 0x , 0y ), 1D f( 0x , 0y ) หรือ 

)0y ,0x( 
 

x
z
∂
∂  

และอนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั y ที่จุด ( 0x , 0y ) อาจเขยีน
แทนด้วยสญัลักษณ ์
 yf ( 0x , 0y ), 2f ( 0x , 0y ), 2D f( 0x , 0y ) หรือ 

)0y ,0x( 
 

x
z
∂
∂  

การหาอนุพันธย่์อยคือ การหาอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตวั
แปร 
เพราะฉะน้ันเรานาํสตูรการหาอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตวั
แปรมาใช้ได้ 
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ตวัอย่าง 5.3.1 กาํหนดให้ f(x, y) = 3 5x y – 4 2y  + 5x – 7  
จงหาค่าของ xf (1, –1) และ yf (1, –1) 
วิธีทํา เราจะหา xf (x, y) และ yf (x, y) ก่อน  
แล้วจึงแทนค่า x ด้วย 1 และ y ด้วย –1  
สาํหรับการหา xf (x, y) เราจะใช้สตูรการหาอนุพันธข์อง f  
โดยคิดว่า f เป็นฟังกชั์นของตวัแปร x เพียงตวัเดยีว  
และการหา yf (x, y) เราจะใช้สตูรการหาอนุพันธข์อง f  
โดยคิดว่า f เป็นฟังกชั์นของตวัแปร y เพียงตวัเดยีว 
          xf (x, y)  = 

x∂
∂ (3 5x y – 4 2y  + 5x – 7)  

                = 15 4x y + 5 
และ         yf (x, y)  = 

y∂
∂ (3 5x y – 4 2y  + 5x – 7)  

                = 3 5x  – 8y  
เพราะฉะน้ัน    xf (1, –1)  = 15(1)4(–1) + 5  
                = –10 
และ        yf (1, –1)  = 3(1)5– 8(–1)  
                = 11               
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ตวัอย่าง 5.3.2 กาํหนด f(x, y) = 
yx
yx2 2

−
+  

จงหา xf (x, y) และ yf (x, y) 

วิธีทํา xf (x, y) = 
x∂
∂ (

yx
yx2 2

−
+ ) 

         = 2

22

)yx(

)yx(x)yx2()yx2(x)yx(

−

−
∂
∂+−+

∂
∂−

 

         = 2

2

)yx(
)1)(yx2()2)(yx(

−

+−−   

         = –
2

2

)yx(
y2y

−

+  

และ yf (x, y)   = 
y∂
∂ (

yx
yx2 2

−
+ ) 

         = 2

22

)yx(

)yx(y)yx2()yx2(y)yx(

−

−
∂
∂+−+

∂
∂−

 

         = 2

2

)yx(
)1)(yx2()y2)(yx(

−

−+−−  

         = 2

2

)yx(
yx2xy2

−

−+                 
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ตวัอย่าง 5.3.3 กาํหนด f(x, y) = y2xe 2sin (3y) 
จงหา xf (x, y) และ yf (x, y) 
วิธีทํา 
 xf (x, y) = 

x∂
∂ ( y2xe 2sin (3y)) 

         = 2sin (3y)
x∂
∂ y2xe  

         = ( 2sin (3y)) y2xe
x∂
∂ ( 2x y) 

         = 2xy y2xe 2sin (3y) 
และ  

yf (x, y)  
   = 

y∂
∂ ( y2xe 2sin (3y)) 

   = y2xe
y∂
∂ 2sin (3y) + 2sin (3y)

y∂
∂ y2xe  

   = y2xe (2 sin(3y)cos(3y))(3) + ( 2sin (3y)) y2xe ( 2x ) 
   = y2xe sin(3y)(6 cos(3y) + 2x sin(3y))        
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ในกรณทีี่เราไม่สามารถใช้สตูรการหาอนุพันธข์องฟังกชั์นของ
หน่ึงตวัแปรในการหาอนุพันธย่์อยได้น้ัน เราจาํเป็นต้องหา
อนุพันธย่์อยโดยใช้บทนิยาม ดงัตวัอย่างต่อไปน้ี 
 

ตวัอย่าง 5.3.4 กาํหนดให้ f(x, y) = x3 y   
จงหา 

x
f
∂
∂ (0, 0) และ 

y
f
∂
∂ (0, 0) 

วิธีทํา จาก f(x, y) = x3 y   
เราสามารถหา 

x
f
∂
∂ (0, 0)  

ได้โดยใช้สตูรการหาอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร 
หา 

x
f
∂
∂ (x, y) ก่อน แล้วจึงแทนค่า x ด้วย 0 และ y ด้วย 0  

เพราะว่า       
x
f
∂
∂ (x, y) = 3 y   

เพราะฉะน้ัน     
x
f
∂
∂ (0, 0) = 0 

เพราะว่า          g(y) = 3 y      ไม่มีอนุพันธท์ี่จุด 0  
เพราะฉะน้ัน การหา 

y
f
∂
∂ (0, 0) ต้องใช้บทนิยาม 5.3.1 

จากบทนิยาม 5.3.1 เราทราบว่า  
ถ้า      

0k
lim
→ k

)0,0(f)k,0(f −  มีค่า  

แล้ว     
y
f
∂
∂ (0, 0) = 

0k
lim
→ k

)0,0(f)k,0(f −  

เพราะว่า 
0k

lim
→ k

)0 ,0(f)k ,0(f −  = 
0k

lim
→ k

00−  = 
0k

lim
→

0 = 0  

เพราะฉะน้ัน 
y
f
∂
∂ (0, 0) = 0                  
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ตวัอย่าง 5.3.5  

กาํหนดให้ f(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+
−

)0 ,0()y ,x(               0      

)0 ,0()y ,x(      
yx
xyyx 22

33

     

     

เม่ือ

เม่ือ  

จงหาค่าของ xf (0, 0) และ yf (0, 0) 
วิธีทํา เพราะว่า 

0h
lim
→ h

)0 ,0(f)0 ,h(f −   = 
0h

lim
→ h

00−   
                    = 0  
เพราะฉะน้ัน 

x
f
∂
∂ (0, 0) = 0 

เพราะว่า        
0k

lim
→ k

)0 ,0(f)k ,0(f −   = 
0k

lim
→ k

00−   
                    = 0  
เพราะฉะน้ัน        

y
f
∂
∂ (0, 0)  = 0            
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อนุพนัธย่์อยของฟังกช์นัของสามตวัแปร 
ถ้า u = f(x, y, z) เป็นฟังกชั์นของสามตวัแปร  
และ ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดภายในของโดเมนของ f จะได้ว่า 
อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั x ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) คือ 

x
f
∂
∂ ( 0x , 0y , 0z ) = 

01h
lim
→ 1

0000010
h

)z ,y ,x(f)z ,y ,hx(f −+   

ถ้าลิมิตมีค่า 
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ xf ( 0x , 0y , 0z ),  

1f ( 0x , 0y , 0z ), 1D f( 0x , 0y , 0z ) หรือ 
)0z ,0y ,0x( 

 
x
u
∂
∂  

อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั y ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) คือ 

y
f
∂
∂ ( 0x , 0y , 0z ) = 

02h
lim
→ 2

0000200
h

)z ,y ,x(f)z ,hy ,x(f −+   

ถ้าลิมิตมีค่า 
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ yf ( 0x , 0y , 0z ),  

2f ( 0x , 0y , 0z ), 2D f( 0x , 0y , 0z ) หรือ 
)0z ,0y ,0x( 

 
y
u
∂
∂  

อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั z ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) คือ 

z
f
∂
∂ ( 0x , 0y , 0z ) = 

03h
lim
→ 3

0003000
h

)z ,y ,x(f)hz ,y ,x(f −+   

ถ้าลิมิตมีค่า 
เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์ zf ( 0x , 0y , 0z ),  

3f ( 0x , 0y , 0z ), 3D f( 0x , 0y , 0z ) หรือ 
)0z ,0y ,0x( 

 
z
u
∂
∂  
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การหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์นของสามตวัแปร u = f(x, y, z)  
กส็ามารถทาํได้ในทาํนองเดยีวกนักบั 
การหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์นของสองตวัแปร กล่าวคือ  
ถ้าเราต้องการหาอนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบัตวัแปรใด  
กใ็ห้คิดว่า f เป็นฟังกชั์นของตวัแปรน้ันเพียงตวัเดยีว  
โดยถอืว่าตวัแปรอื่นมีค่าคงตวั  
ตวัอย่างเช่น 
ถ้า          f(x, y, z) = x ye  + 2 2x y 3z  
แล้ว       xf (x, y, z) = ye  + 4xy 3z  
         yf (x, y, z) = x ye  + 2 2x 3z  
และ       zf (x, y, z) = 6 2x y 2z  
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5.3.1 ความหมายทางเรขาคณิตของอนุพนัธย่์อยของฟังกช์นั
ของสองตวัแปร 
ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายในของโดเมนของ f  
เราได้ทราบมาแล้วว่า  
กราฟของสมการ z = f(x, y) เป็นพ้ืนผวิในปริภมูิสามมิต ิ 
และ xf ( 0x , 0y )  
หรือ อนุพันธย่์อยของ f เทยีบกบั x ที่จุด ( 0x , 0y )  
คือ อตัราการเปล่ียนแปลงของ f เทยีบกบั x เมื่อกาํหนดให้ y มี
ค่าคงตวั  
เพราะฉะน้ัน  
เราพิจารณาความหมายทางเรขาคณติของ xf ( 0x , 0y ) ได้ดงัน้ี 
ถ้ากาํหนดให้ y มีค่าคงตวัเท่ากบั 0y  จะได้ว่า  
กราฟของสมการ y = 0y  คือระนาบที่ขนานกบัระนาบ XZ  
โดยมีระยะห่างจากระนาบ XZ เท่ากบั | 0y  | หน่วย  
และพ้ืนผวิ z = f(x, y) ย่อมถูกตดัด้วยระนาบ y = 0y   
โดยมีรอยตดัเป็นเส้นโค้ง z = f(x, 0y )  
บนระนาบ y = 0y  ซ่ึงพิกดัของจุดต่าง ๆ บนเส้นโค้งน้ี  
จะอยู่ในรปู (x, 0y , f(x, 0y ))  
และจะเหน็ว่าบนเส้นโค้งน้ี f จะเป็นฟังกชั์นของตวัแปร x  
เพียงตวัเดยีว  
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ความหมายทางเรขาคณติของ xf ( 0x , 0y ) 
เพราะฉะน้ัน ถ้า xf ( 0x , 0y ) มีค่า  
ค่าน้ีกจ็ะเป็นค่าความชันของเส้นโค้งที่จุด ( 0x , 0y , f( 0x , 0y ))  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.3.1 
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ความหมายทางเรขาคณติของ yf ( 0x , 0y ) 
ในทาํนองเดยีวกนั ถ้า yf ( 0x , 0y ) มีค่า  
ค่าน้ีกค็อื ค่าความชันของเส้นโค้งที่เป็นรอยตดัของ 
พ้ืนผวิ z = f(x, y)  
กบัระนาบ x = 0x  ที่จุด ( 0x , 0y , f( 0x , 0y ))  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5.3.2 
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ตวัอย่าง 5.3.6 จงหาความชันของเส้นโค้งที่เป็นรอยตดัของ
พ้ืนผวิ z = 4 + 2x  – 4 2y  กบั ระนาบ x = 2 ที่จุด (2, 1, 4) 
วิธีทํา ให้         z = f(x, y) 
              = 4 + 2x  – 4 2y   
จะได้ว่า      yf (x, y) = –8y 
เพราะฉะน้ัน ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 1, 4)  
คือ       yf (2, 1) = –8                 
 
 

ตวัอย่าง 5.3.7 จงหาความชันของเส้นโค้งที่เป็นรอยตดั 
ของพ้ืนผวิ 3 2x  + 2y  + 2z  = 8  
กบัระนาบ y = –1 ที่จุด (1, –1, –2) 
วิธีทํา จาก   3 2x  + 2y  + 2z  = 8  
จะได้ว่า           z = ± 22 yx38 −−  
เพราะว่าเราจะหาความชันของเส้นโค้งที่จุด (1, –1, –2)  
ซ่ึง z มีค่าเป็นลบ 
เราจึงให้         f(x, y) = – 22 yx38 −−  
จะได้ว่า        xf (x, y) = 

22 yx38
x3
−−

 

เพราะฉะน้ัน ความชันของเส้นโค้งที่จุด (1, –1, –2)  
คือ       xf (1, –1) = 

138
)1(3
−−

 
               = 2

3                  

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

58

5.4 กฎลูกโซ่ 
ก่อนอื่นเราจะกล่าวถงึการมีอนุพันธข์องฟังกชั์นของสองตวัแปร 
ซ่ึงการอธบิายเกี่ยวกบัเร่ืองน้ี มีอยู่หลายวิธด้ีวยกนั วิธทีี่จะกล่าว
ต่อไปน้ีเป็นการอธบิายโดยอาศยัความหมายของการมีอนุพันธ์
ของฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร ซ่ึงเราได้ศกึษากนัมาแล้ว เพ่ือให้
เข้าใจได้ง่ายขึ้น จะขอทบทวนเกี่ยวกบัความหมายของการมี
อนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปรก่อน 
 ให้ f เป็นฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปรที่มอีนุพันธท์ี่จุด 0x   
เราจะได้ว่าอนุพันธข์อง f ที่จุด 0x  คือ 
    f ′( 0x ) = 

0x
lim
→Δ x

)x(f)xx(f 00
Δ

−Δ+  

        = 
0x

lim
→Δ x

f
Δ
Δ    เมื่อ Δf = f( 0x  + Δx) – f( 0x ) 

ถ้าเราให้ ε เป็นฟังกชั์นที่นิยามโดย 

    ε(Δx) = 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=Δ

≠Δ−
Δ
Δ

0x0

0x    )x(f    x
f

0
'

เมือ่

เมือ่
 

จะได้ว่า  Δf = f ′( 0x ) Δx + ε(Δx) Δx 
และ  

0x
lim
→Δ
ε(Δx) = 

0x
lim
→Δ

(
x
f

Δ
Δ  – f ′( 0x ))  

           = 
0x

lim
→Δ x

f
Δ
Δ  – f ′( 0x ) 

           = f ′( 0x ) – f ′( 0x ) 
           = 0 
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เพราะฉะน้ัน เราอาจกล่าวได้ว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด 0x   
กต่็อเม่ือ f ′( 0x ) มีค่า  
และมีฟังกชั์น ε ที่ทาํให้ 
 f( 0x  + Δx) - f( 0x ) = f ′( 0x ) Δx + ε(Δx) Δx 
โดยที่ 

0x
lim
→Δ
ε(Δx) = 0 
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บทนยิาม 5.4.1  
ให้ f เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายใน
ของโดเมนของ f  
เราจะกล่าวว่า f มีอนุพนัธที์จุ่ด ( 0x , 0y )  
กต่็อเม่ือ xf ( 0x , 0y ) และ yf ( 0x , 0y )  
มีค่าและมีฟังกชั์น 1ε  และ 2ε  ที่ทาํให้ 
f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) – f( 0x , 0y )  
        = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy 
            + 1ε (Δx, Δy) Δx + 2ε (Δx, Δy) Δy 
โดยที่     

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ 1ε (Δx, Δy)  = 0 

และ      
)0 ,0()y ,x(

lim
→ΔΔ 2ε (Δx, Δy)  = 0 

หมายเหตุ  
สาํหรับ S ⊆ fD  เราจะกล่าวว่า  
f มีอนุพนัธบ์น S กต่็อเม่ือ f มีอนุพันธท์ี่ทุก ๆ จุดใน S 
 

สาํหรับฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร 
ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด 0x  แล้ว f จะมีความต่อเน่ืองที่จุด 0x   
ความจริงข้อน้ียังคงเป็นจริงสาํหรับฟังกชั์นของสองตวัแปร 
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ทฤษฎีบท 5.4.1 ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 0x , 0y )  
แล้ว f มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y ) 
บทพสูิจน ์เราต้องแสดงว่า 

)0y ,0x()y ,x(
lim
→

f(x, y) = f( 0x , 0y ) 

เพราะว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 0x , 0y )  
เพราะฉะน้ันจากบทนิยาม 5.4.1  
ถ้าให้ Δx = x – 0x  และ Δy = y – 0y  
เราจะได้ว่า 
f(x, y) – f( 0x , 0y )  
       = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy 
            + 1ε (Δx, Δy) Δx + 2ε (Δx, Δy) Δy 
โดยที่  

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ 1ε (Δx, Δy) = 0 

และ   
)0 ,0()y ,x(

lim
→ΔΔ 2ε (Δx, Δy) = 0 

เพราะฉะน้ัน 
 

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ

(f(x, y) – f( 0x , 0y )) = 0 

เพราะฉะน้ัน  
         

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ

f(x, y) = f( 0x , 0y )      

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

62

ขอ้สงัเกต สาํหรับฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร  
การกล่าวว่า f ′( 0x ) มีค่า  
กห็มายความว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด 0x  น่ันเอง  
แต่สาํหรับฟังกชั์นของสองตวัแปร การกล่าวว่า xf ( 0x , 0y ) 
 และ yf ( 0x , 0y ) มีค่า  
ไม่ได้หมายความว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 0x , 0y ) 
 
ตวัอย่างเช่น  

f(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

)0 ,0()y ,x(            0     

)0 ,0()y ,x(     
yx
yx 24

2

   

    

 เม่ือ
เม่ือ  

พิจารณา       
0h

lim
→ h

)0 ,0(f)0 ,h(f −  = 
0h

lim
→ h

00 −  = 0 
เพราะฉะน้ัน               xf (0, 0) = 0          ... (1) 
และพิจารณา  

0k
lim
→ k

)0 ,0(f)k ,0(f −  = 
0k

lim
→ k

00 −  
                   = 0 
เพราะฉะน้ัน        yf (0, 0) = 0          ... (2) 
จาก (1) และ (2) จะได้ว่า xf (0, 0) และ yf (0, 0) มีค่า  
จากตวัอย่าง 5.2.2 ได้ว่า 

)0 ,0()y ,x(
lim
→

f(x, y) ไม่มค่ีา  

เพราะฉะน้ัน f ไม่มีความต่อเน่ืองที่จุด (0, 0)  
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เพราะฉะน้ัน โดยทฤษฎบีท 5.4.1  
จะได้ว่า f ไม่มีอนุพันธท์ี่จุด (0, 0) 
 
จากตวัอย่างน้ีจะเหน็ได้ว่า  
การที่อนุพันธย่์อยของฟังกชั์นของสองตวัแปรมีค่า  
ไม่เพียงพอที่จะสรปุว่าฟังกชั์นน้ันมีอนุพันธ ์ 
ทฤษฎบีทต่อไปน้ีจะบอกให้เราทราบว่า  
ฟังกชั์นของสองตวัแปรจะมีอนุพันธเ์ม่ือใด 
 
ทฤษฎีบท 5.4.2 ให้ f เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายในของโดเมนของ f  
ถ้า   อนุพันธย่์อยของ f มีค่าบนแผ่นกลมเปิด B( 0x , 0y )  
    และ มีความต่อเน่ืองที่จุด ( 0x , 0y )  
แล้ว  f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 0x , 0y ) 
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ตวัอย่าง 5.4.1  
จงแสดงว่า f(x, y) = 4x 3y  – 3x 2y  มีอนุพันธบ์น 2R  
วิธีทํา เพราะว่า  xf (x, y) = 4 3x 3y  – 3 2y  
และ        yf (x, y) = 3 4x 2y  – 6xy  
เพราะฉะน้ัน xf  และ yf  มีความต่อเน่ืองบน 2R   
(เป็นฟังกชั์นพหุนามของสองตวัแปร) 
เพราะฉะน้ัน โดยทฤษฎบีท 5.4.2  
จะได้ว่า f มีอนุพันธบ์น 2R                   
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กฎลูกโซ่ของฟังกชั์นหลายตวัแปร 
 
ทนทวน Calculus I 
ถ้า y = f(x) และ x = g(t)  
เป็นฟังกชั์นที่มอีนุพันธท์ี่จุด x และ t ตามลาํดบั  
แล้ว          y = ( gf )(t)  
เป็นฟังกชั์นที่มอีนุพันธท์ี่จุด t โดยที่ 
       ( gf )′(t) = f ′(g(t))g′(t) 
หรือ          

dx
dy  = dx

dy
dt
dx  

 
ถ้า z = f(x, y) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ x = x(t), y = y(t) เป็นฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร 
แล้วจะได้ว่า z = f(x(t), y(t)) เป็นฟังกชั์นของตวัแปร t  
เพียงตวัเดยีว 
เพราะฉะน้ัน เราสามารถกล่าวถงึ 

dt
dz  ได้  

ซ่ึงค่าน้ีจะมีส่วนเกี่ยวข้องกบั x
z
∂
∂ , y

z
∂
∂ , 

dt
dx  และ 

dt
dy   
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ทฤษฎีบท 5.4.3 (กฎลูกโซ่)  
ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
และ x = x(t), y = y(t) เป็นฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร  
ถ้า    x และ y มีอนุพันธท์ี่จุด 0t   
    และ f มีอนุพันธท์ี่จุด (x( 0t ), y( 0t )) 
แล้ว  z = f(x(t), y(t)) มีอนุพันธท์ี่จุด 0t   
โดยที่ 
     

0tt dt
dz

=
 = 

x
f
∂
∂ (x( 0t ), y( 0t ))

dt
dx ( 0t )  

       + 
y
f
∂
∂ (x( 0t ), y( 0t ))

dt
dy( 0t ) 

หรือ        
dt
dz  = 

x
f
∂
∂

dt
dx  + 

y
f
∂
∂

dt
dy  

หรือ         dt
dz  = 

x
z
∂
∂

dt
dx  + y

z
∂
∂

dt
dy  
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ตวัอย่าง 5.4.2 กาํหนดให้  
z = 2x y, x = t cos t และ y = t sin t  
จงหา dt

dz  โดยใช้กฎลูกโซ่ 
วิธีทํา แผนภาพแสดงความสมัพันธข์องตวัแปรต่างๆ คือ 
 
 
 
 
 
จากกฎลูกโซ่ 
 dt
dz  = 

x
z
∂
∂

dt
dx  + 

y
z
∂
∂

dt
dy  

 = 2xy(–t sin t + cos t) + 2x (t cos t + sin t) 
 = 2(t cos t)(t sin t)(cos t – t sin t) 
    + (t cos t)2(t cos t + sin t) 
 = 2 2t (sin t cos t)(cos t – t sin t) 
    + 2t ( 2cos t)(t cos t + sin t) 
 = 2 2t sin t 2cos t – 2 3t 2sin t cos t + 3t 3cos t + 2t sin t 2cos t 
 = 3 2t sin t 2cos t – 2 3t 2sin t cos t + 3t 3cos t         
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ตวัอย่าง 5.4.3 กาํหนดให้  

z = n(2 2x  + xy), x = t  และ y = 3t – 1  
จงใช้กฎลูกโซ่หาค่าของ dt

dz  เมื่อ t = 1 
วิธีทํา แผนภาพแสดงความสมัพันธข์องตวัแปรต่าง ๆ คือ 
 
 
 
จากกฎลูกโซ่ 

dt
dz  = 

x
z
∂
∂

dt
dx  + 

y
z
∂
∂

dt
dy  

  = (
xyx2
yx4

2 +
+ )(

t2
1 ) + (

xyx2
x

2 +
)(3) 

เมื่อ t = 1 จะได้ x = 1 และ y = 2 
เพราะฉะน้ัน  

1  t 
 

dt
dz

=
   = (

)2)(1()1(2

2)1(4
2 +

+ )(
12

1 ) + (
)2)(1()1(2

1
2 +

)(3) 

      = ( 4
6)(2

1) + ( 4
1)(3) 

      = 2
3                           
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ทฤษฎีบท 5.4.4 ให้ z = f(x, y), x = x(u, v)  
และ y = y(u, v) เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร  
ถ้า   x และ y มีอนุพันธย่์อยที่จุด ( 0u , 0v )  
    และ f มีอนุพันธย่์อยที่จุด (x( 0u , 0v ), y( 0u , 0v )) 
แล้ว  z = f(x(u, v), y(u, v)) มีอนุพันธย่์อยที่จุด ( 0u , 0v )  
โดยที่ 

0v   v,0u  u 
 u

z
==∂

∂  

 = 
x
f
∂
∂ (x( 0u , 0v ), y( 0u , 0v ))

u
x
∂
∂ ( 0u , 0v ) 

    + 
y
f
∂
∂ (x( 0u , 0v ), y( 0u , 0v ))

u
y
∂
∂ ( 0u , 0v ) 

และ 
0v   v,0u  u 

 
v
z

==∂
∂  

 = 
x
f
∂
∂ (x( 0u , 0v ), y( 0u , 0v ))

v
x
∂
∂ ( 0u , 0v ) 

    + y
f
∂
∂ (x( 0u , 0v ), y( 0u , 0v ))

v
y
∂
∂ ( 0u , 0v ) 

 

      
u
z
∂
∂  = 

x
f
∂
∂

u
x
∂
∂  + y

f
∂
∂

u
y
∂
∂  

      v
z
∂
∂  = 

x
f
∂
∂

v
x
∂
∂  + y

f
∂
∂

v
y
∂
∂  

 

      u
z
∂
∂  = x

z
∂
∂

u
x
∂
∂  + 

y
z
∂
∂

u
y
∂
∂  

      v
z
∂
∂  = 

x
z
∂
∂

v
x
∂
∂  + 

y
z
∂
∂

v
y
∂
∂  
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ตวัอย่าง 5.4.4 กาํหนดให้ z = xye , x = 2u + v และ y = v
u   

จงหาค่าของ u
z
∂
∂  และ v

z
∂
∂  โดยใช้กฎลูกโซ่ 

วิธีทํา แผนภาพแสดงความสมัพันธข์องตวัแปรต่าง ๆ คือ 
 
 
 
 
จากกฎลูกโซ่ 
   u

z
∂
∂  = x

z
∂
∂

u
x
∂
∂  + 

y
z
∂
∂

u
y
∂
∂  

     = (y xye )(2) + (x xye )(
v
1 ) 

     = v
u2 v

u)vu2(
e

+  + (
v

vu2 + ) v
u )vu2(

e
+  

     = (
v

vu4 + ) v
u )vu2(

e
+  

และ 
    v

z
∂
∂  = x

z
∂
∂

v
x
∂
∂  + y

z
∂
∂

v
y
∂
∂  

       = (y xye )(1) + (x xye )(– 2v
u ) 

       = v
u v

u )vu2(
e

+  – 
2v

)vu2(u + v
u )vu2(

e
+  

       = – 2

2

v
u2 v

u )vu2(
e

+                  
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ตวัอย่าง 5.4.5 กาํหนดให้  

t = 3u – 2v , u = x + y n x และ v = 2x  – y n y  
จงหาค่าของ 

x
t

∂
∂  และ 

y
t

∂
∂  ที่จุด (x, y) = (1, 1) 

วิธีทํา แผนภาพแสดงความสมัพันธข์องตวัแปรต่าง ๆ คือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากกฎลูกโซ่     x
t

∂
∂   = 

u
t

∂
∂

x
u
∂
∂  + v

t
∂
∂

x
v
∂
∂  

              = (3)(1 + x
y) + (–2v)(2x) 

              = 3(1 + x
y) – 4vx  

และ          y
t

∂
∂   = u

t
∂
∂

y
u
∂
∂  + v

t
∂
∂

y
v
∂
∂  

              = (3)( n x) + (–2v)(–1 – n y) 

              = 3 n x + 2v(1 + n y) 
เมื่อ (x, y) = (1, 1) จะได้ u = 1 และ v = 1 
เพราะฉะน้ัน 

1 y   1,  x 
 x

t
==∂

∂   = 3(1 + 1) – 4(1)(1)  

               = 2  

และ      
1 y   1,  x 

 
y
t

==∂
∂   = 3 n 1 + 2(1)(1 + n 1)  

               = 2                 
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ตวัอย่าง 5.4.6 กาํหนดให้ z = f(u – v, v – u)  
จงแสดงว่า u

z
∂
∂  + v

z
∂
∂  = 0 

วิธีทํา ให้ x(u, v) = u – v และ y(u, v) = v – u  
เพราะฉะน้ัน z = f(x(u, v), y(u, v)) 
จากกฎลูกโซ่  
    

u
z
∂
∂  = x

f
∂
∂

u
x
∂
∂  + y

f
∂
∂

u
y
∂
∂  

      = x
f
∂
∂ (1) + 

y
f
∂
∂ (–1) 

       = 
x
f
∂
∂  – 

y
f
∂
∂  

และ    v
z
∂
∂  = 

x
f
∂
∂

v
x
∂
∂  + 

y
f
∂
∂

v
y
∂
∂  

       = 
x
f
∂
∂ (–1) + 

y
f
∂
∂ (1) 

       = –
x
f
∂
∂  + y

f
∂
∂  

เพราะฉะน้ัน  
   

u
z
∂
∂  + v

z
∂
∂  = (

x
f
∂
∂  – 

y
f
∂
∂ ) + (–

x
f
∂
∂  + 

y
f
∂
∂ ) = 0       
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หมายเหตุ สาํหรับฟังกชั์นของสามตวัแปร 
1.  ถ้า w = f(x, y, z), x = x(t), y = y(t) และ z = z(t)  
   แล้ว w = f(x(t), y(t), z(t)) และ  
   

dt
dw  = x

f
∂
∂

dt
dx  + 

y
f
∂
∂

dt
dy  + z

f
∂
∂

dt
dz  

 
2. ถ้า w = f(x, y, z), x = x(r, s, t), y = y(r, s, t)  
  และ z = z(r, s, t) 
  แล้ว w = f(x(r, s, t), y(r, s, t), z(r, s, t))  
  และ  
    r

w
∂
∂   = 

x
f
∂
∂

r
x
∂
∂  + 

y
f
∂
∂

r
y
∂
∂  + 

z
f
∂
∂

r
z
∂
∂  

    
s
w
∂
∂   = 

x
f
∂
∂

s
x
∂
∂  + 

y
f
∂
∂

s
y
∂
∂  + 

z
f
∂
∂

s
z
∂
∂  

    
t
w
∂
∂   = 

x
f
∂
∂

t
x
∂
∂  + 

y
f
∂
∂

t
y
∂
∂  + 

z
f
∂
∂

t
z
∂
∂  
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ตวัอย่าง 5.4.7 จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของ
กรวยกลม ในขณะที่มีความสงู 30 น้ิว  
และรัศมีของฐานของกรวยยาว 20 น้ิว  
ถ้าความสงูกาํลังเพ่ิมขึ้นในอตัรา 2 น้ิวต่อวนิาท ี 
และรัศมีของฐานกาํลังลดลงในอตัรา 1 น้ิวต่อวินาท ี
วิธีทํา ณ เวลา t ใด ๆ  
ให้     r เป็นรัศมีของฐานของกรวยกลม 
     h เป็นความสงูของกรวยกลม 
     V เป็นปริมาตรของกรวยกลม 
เราต้องการหา dt

dV  เมื่อ dt
dr  = –1 น้ิวต่อวินาท,ี 

 dt
dh  = 2 น้ิวต่อวินาท,ี  

       r = 20 น้ิว และ h = 30 น้ิว         ... (1) 
จากสตูรเรขาคณติ ม.ต้น จะได้ว่า V = 3

1π 2r h 
เพราะฉะน้ัน V เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร คอื r และ h  
เพราะว่า r และ h เปล่ียนค่าไปตามเวลา t 
เพราะฉะน้ัน ทั้ง r และ h ต่างกเ็ป็นฟังกชั์นของ t  
เพราะฉะน้ัน V เป็นฟังกชั์นของ t 

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

75

จากกฎลูกโซ่ จะได้ว่า 
   

dt
dV  = r

V
∂
∂

dt
dr  + 

h
V
∂
∂

dt
dh  

     = 3
2πrh dt

dr  + 3
1π 2r dt

dh  
เพราะฉะน้ัน จาก (1) จะได้ว่า  
   

dt
dV  = 3

2π(20)(30)(–1) + 3
1π(20)2(2) 

     = –400π + 
3

800π 

     = –
3

400π 
เพราะฉะน้ัน  
ปริมาตรของกรวยกลมกาํลังลดลงด้วยอตัรา 

3
400π ลูกบาศกน้ิ์ว

ต่อวินาท ี                            
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ตวัอย่าง 5.4.8 นํา้ร่ัวออกจากถงัรปูทรงกระบอก 
ด้วยอตัรา r5

4 π ลูกบาศกฟุ์ตต่อนาท ี 
ถ้าถงัขยายตวัในลักษณะที่ยังคงรปูเป็นทรงกระบอกอยู่  
โดยรัศมีของถงัเพ่ิมขึ้นด้วยอตัรา 0.002 ฟุตต่อนาท ี 
จงหาว่าความสงูของนํา้ในถงัจะเปล่ียนแปลงไปในอตัราเท่าใด  
ขณะที่รัศมีของถงัเป็น 2 ฟุต  
และปริมาตรของนํา้ในถงัเป็น 20π ลูกบาศกฟุ์ต 
วิธีทํา ณ เวลา t ใด ๆ  
ให้    r เป็นรัศมีของถงั 
    h เป็นความสงูของนํา้ในถงั 
    V เป็นปริมาตรของนํา้ในถงั 
การหา dt

dh  เมื่อ  

dt
dV  = –5

4π ลูกบาศกฟุ์ตต่อนาท,ี dt
dr  = 0.002 ฟุตต่อนาท,ี  

   V = 20π ลูกบาศกฟุ์ต และ r = 2 ฟุต        ... (1) 
จากสตูรเรขาคณติ ม.ต้น จะได้ว่า V = π 2r h 
จากกฎลูกโซ่ จะได้ว่า 

dt
dV    = 

r
V
∂
∂

dt
dr  + 

h
V
∂
∂

dt
dh  

               = 2πrh dt
dr  + π 2r dt

dh      ... (2) 
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การหา h เมื่อ V = 20π ลูกบาศกฟุ์ต และ r = 2 ฟุต 
จาก               V = π 2r h 
จะได้ว่า           20π = π(2)2h 
เพราะฉะน้ัน           h = 5            ... (3) 
โดยการแทนค่า (1) และ (3) ใน (2) 
จะได้ว่า      –5

4π = 2π(2)(5)(0.002) + π(2)2
dt
dh  

เพราะฉะน้ัน     
dt
dh  = –0.21 

เพราะฉะน้ัน  
ความสงูของนํา้ในถงักาํลังลดลงด้วยอตัรา 0.21 ฟุตต่อนาท ี  
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ตวัอย่าง 5.4.9 ให้ x และ y เป็นความยาวของด้านที่ขนานกนั
ของรปูสี่เหล่ียมคางหมูรปูหน่ึง ซ่ึงมีความสงูเป็น h  
ถ้า      x เพ่ิมขึ้นในอตัรา 2 น้ิวต่อวินาท ี 
      y ลดลงในอตัรา 1 น้ิวต่อวินาท ี 
และ    h เพ่ิมขึ้นในอตัรา 3 น้ิวต่อวินาท ี 
จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงของพ้ืนที่ของรปูสี่เหล่ียมน้ี  
ขณะที่ x = 30 น้ิว y = 50 น้ิว และ h = 10 น้ิว 
วิธีทํา ณ เวลา t ใด ๆ ให้ A เป็นพ้ืนที่ของรปูสี่เหล่ียมคางหมู 
การหา 

dt
dA  เมื่อ 

dt
dx  = 2 น้ิว/วินาท,ี dt

dy  = –1 น้ิว/วินาท,ี  

dt
dh  = 3 น้ิว/วินาท ีx = 30 น้ิว, y = 50 น้ิว, h = 10 น้ิว ... (1) 
จะได้ว่า A = 2

1(x + y)h 
เพราะว่า A เป็นฟังกชั์นของสามตวัแปรคือ x, y และ h  
โดยที่ x, y และ h เป็นฟังกชั์นของ t 
เพราะฉะน้ัน A ย่อมเป็นฟังกชั์นของ t จากกฎลูกโซ่ จะได้ว่า  
   

dt
dA    = 

x
A
∂
∂

dt
dx  + 

y
A
∂
∂

dt
dy  + 

h
A
∂
∂

dt
dh  

       = 2
h

dt
dx  + 2

h
dt
dy  + (

2
yx + )

dt
dh  

เพราะฉะน้ัน จาก (1) จะได้ว่า  

dt
dA  = 2

10(2) + 2
10(–1) + (

2
5030 + )(3) = 125 

เพราะฉะน้ัน พ้ืนที่ของรปูสี่เหล่ียมคางหมูกาํลังเพ่ิมขึ้นด้วยอตัรา 
125 ตารางน้ิวต่อวินาท ี                     
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5.5 อนุพนัธย่์อยอนัดบัสูง 
ให้ f เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปรคือ x และ y  
เราจะเรียกอนุพันธย่์อย 

x
f
∂
∂  และ 

y
f
∂
∂  ว่า  

อนุพนัธย่์อยอนัดบัทีห่นึง่ของ f  
เพราะว่าทั้ง 

x
f
∂
∂  และ 

y
f
∂
∂  ต่างกเ็ป็นฟังกชั์นของสองตวัแปรคือ x 

และ y เช่นกนั  
เพราะฉะน้ัน เราสามารถพิจารณาอนุพันธย่์อยของ x

f
∂
∂  และ 

y
f
∂
∂   

ต่อไปได้อกี และเราจะเรียกอนุพันธย่์อยของทั้งสองฟังกชั์นว่า  
อนุพนัธย่์อยอนัดบัทีส่องของ f  
ซ่ึงมีอยู่ 4 แบบ คือ  

x∂
∂ (

x
f
∂
∂ ), 

y∂
∂ (

x
f
∂
∂ ), 

x∂
∂ (

y
f
∂
∂ ) และ 

y∂
∂ (

y
f
∂
∂ ) 

และเราเขยีนแทนอนุพันธย่์อยอนัดบัที่สองเหล่าน้ีด้วย 
สญัลักษณ ์ดงัน้ี  
 1. 

x∂
∂ (

x
f
∂
∂ )  เขยีนแทนด้วย   2

2

x
f

∂
∂ , xxf , 11f  หรือ 11D f 

 2. 
y∂
∂  (

x
f
∂
∂ )  เขยีนแทนด้วย   

xy
f2

∂∂
∂ , xyf , 12f  หรือ 12D f 

 3. 
x∂
∂ (

y
f
∂
∂ )  เขยีนแทนด้วย   

yx
f2

∂∂
∂ , yxf , 21f  หรือ 21D f 

 4. 
y∂
∂ (

y
f
∂
∂ )  เขยีนแทนด้วย   2

2

y
f

∂
∂ , yyf , 22f  หรือ 22D f 
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ตวัอย่าง 5.5.1 จงหาอนุพันธย่์อยอนัดบัที่สองของ  
f(x, y) = y xye  + 3x 2y  
วิธีทํา 

x
f
∂
∂  = 2y xye  + 3 2x 2y  และ 

y
f
∂
∂  = xy xye  + xye  + 2 3x y 

 2
2

x
f

∂
∂   = x∂

∂ ( x
f
∂
∂ )  

    = x∂
∂ ( 2y xye  + 3 2x 2y )  

    = 3y xye  + 6x 2y  

xy
f2

∂∂
∂   = y∂

∂ ( x
f
∂
∂ )  

    = y∂
∂ ( 2y xye  + 3 2x 2y ) 

    = ( 2y xye x + xye 2y) + 6 2x y 
    = x 2y xye  + 2y xye  + 6 2x y 

yx
f2

∂∂
∂   = x∂

∂ ( y
f
∂
∂ )  

    = x∂
∂ (xy xye  + xye  + 2 3x y) 

    = y(x xye y + xye ) + xye y + 6 2x y 
    = x 2y xye  + 2y xye  + 6 2x y 

2
2

y
f

∂
∂    = y∂

∂ ( y
f
∂
∂ )  

    = y∂
∂ (xy xye  + xye  + 2 3x y) 

    = x(y xye x + xye ) + xye x + 2 3x  
    = 2x y xye  + 2x xye  + 2 3x                 
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ตวัอย่าง 5.5.2 ให้ f(x, y) = 3x 2y  – 2x sin y จงหา xxyf  
วิธีทํา   xf  = 3 2x 2y  - 2x sin y 
และ    xxf   = x∂

∂ (3 2x 2y  - 2x sin y)  
        = 6x 2y  - 2 sin y 
เพราะฉะน้ัน   xxyf   = y∂

∂ (6x 2y  - 2 sin y)  

        = 12xy – 2 cos y               
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ตวัอย่าง 5.5.3 f(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+
−

)0 ,0()y ,x(                 0      

)0 ,0()y ,x(       
yx
xyyx 22

33

เม่ือ

เม่ือ  

จงหาค่าของ 12D f(0, 0) และ 21D f(0, 0) 
วิธีทํา การหา 12D f(0, 0) 

12D f(0, 0) = 2D ( 1D f)(0, 0) 
       = 

0k
lim
→ k

)0 ,0(fD)k ,0(fD 11 −   ถ้าลิมิตมีค่า ... (1) 
จากตวัอย่าง 5.3.5 จะได้ 1D f(0, 0) = 0 และ 2D f(0, 0) = 0  
การหา 1D f(0, k) เมือ่ k ≠ 0 และ 2D f(h, 0) เมือ่ h ≠ 0  
เมือ่ (x, y) ≠ (0, 0)  

เพราะว่า 1D f(x, y) = x∂
∂ ( 22

33

yx
xyyx

+

− ) 

           = 222

333222

)yx(
)x2)(xyyx()yyx3)(yx(

+

−−−+  

           = 222

5324

)yx(
yyx4yx

+

−+  

เพราะฉะน้ัน ถ้า k ≠ 0 แล้ว 1D f(0, k) = 4
5

k
k−  = –k 

เพราะว่า  
      

0k
lim
→ k

)0 ,0(fD)k ,0(fD 11 −  = 
0k

lim
→ k

0k −−  = –1 
เพราะฉะน้ัน จาก (1) จะได้ว่า 12D f(0, 0) = –1 
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การหา 21D f(0, 0)  
21D f(0, 0) = 1D ( 2D f)(0, 0) 

       = 
0h

lim
→ h

)0 ,0(fD)0 ,h(fD 22 −   ถ้าลิมิตมีค่า ... (2) 
จากตวัอย่าง 5.3.5 จะได้ 1D f(0, 0) = 0 และ 2D f(0, 0) = 0  
การหา 2D f(h, 0) เมื่อ h ≠ 0  
เพราะว่า  

 2D f(x, y)  = y∂
∂ ( 22

33

yx
xyyx

+

− ) 

        = 222

332322

)yx(
)y2)(xyyx()xy3x)(yx(

+

−−−+  

        = 222

4235

)yx(
xyyx4x

+

−−  

และ ถ้า h ≠ 0 แล้ว 2D f(h, 0) = 4
5

h
h  = h 

เพราะว่า 
      

0h
lim
→ h

)0 ,0(fD)0 ,h(fD 22 −  = 
0h

lim
→ h

0h −  = 1 
เพราะฉะน้ัน จาก (2) จะได้ว่า 21D f(0, 0) = 1  
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ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 5.5.1  
เราได้ว่า xy

f2

∂∂
∂  = yx

f2

∂∂
∂   

และจากตวัอย่าง 5.5.3 เราได้ว่า  
     12D f(0, 0) ≠ 21D f(0, 0)  
ทาํให้เราทราบว่า  
อนุพันธย่์อย xyf  และ yxf  อาจจะเท่ากนัหรือไม่เท่ากนักไ็ด้  
ซ่ึงการเท่ากนัหรือไม่เท่ากนัน้ีไม่ใช่เร่ืองบงัเอญิ  
แต่เป็นไปตามข้อความจริงที่กล่าวว่า 
 
ถ้า    f เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปรคือ x และ y  
    โดยที่ xf , yf  และ xyf   
    มีความต่อเน่ืองบนแผ่นกลมเปิด B( 0x , 0y )  
แล้ว   yxf ( 0x , 0y ) มีค่า และเท่ากบั xyf ( 0x , 0y ) 
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ตวัอย่าง 5.5.4 กาํหนดให้ z = f(x, y), x = x(r, θ)  
และ y = y(r, θ) จงหา 2

2

r
z

∂
∂  และ r

z2

∂θ∂
∂  

วิธีทํา จากกฎลูกโซ่ จะได้ว่า  
           r

z
∂
∂  = x

f
∂
∂

r
x
∂
∂  + y

f
∂
∂

r
y
∂
∂  

เพราะว่า x
f
∂
∂  และ y

f
∂
∂  เป็นฟังกชั์นของ x และ y  

โดยที่ x = x(r, θ) และ y = y(r, θ) 
เพราะฉะน้ัน เราใช้กฎลูกโซ่ในการหา 2

2
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z
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ตวัอย่าง 5.5.5 กาํหนดให้ w = f(x, y), x = 2u + 3v  
และ y = uv จงหา vu

w2

∂∂
∂  
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∂
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หมายเหตุ สาํหรับอนุพันธย่์อยอนัดบัสงูของฟังกชั์นของสามตวั
แปร กส็ามารถให้นิยามและเขยีนสญัลักษณแ์ทนได้ในทาํนอง
เดยีวกนักบัฟังกชั์นของสองตวัแปร เช่น 
ถ้า       f(x, y, z) = 2x cos y sin z 
แล้ว          xf  = 2x cos y sin z 
           xyf  = –2x sin y sin z 
         xyzf  = –2x sin y cos z 
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5.6 ค่าเชิงอนุพนัธร์วม 
ให้ f เป็นฟังกชั์นของสองตวัแปร คือ x และ y  
โดยที่ f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 0x , 0y ) จากบทนิยาม 5.4.1  
จะได้ว่า xf ( 0x , 0y ) และ yf ( 0x , 0y ) มีค่า  
และจะมีฟังกชั์น 1ε  และ 2ε  ที่ทาํให้ 
f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) - f( 0x , 0y )  
      = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy  
         + 1ε (Δx, Δy) Δx + 2ε (Δx, Δy) Δy 
โดยที่    

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ 1ε (Δx, Δy) = 0 

และ     
)0 ,0()y ,x(

lim
→ΔΔ 2ε (Δx, Δy) = 0 

เราจะนิยาม ค่าเชิงอนุพนัธร์วมของ f ทีจุ่ด ( 0x , 0y )  
ซ่ึงเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์df( 0x , 0y )  
ว่าเป็นฟังกชั์นที่กาํหนดโดย 
 df( 0x , 0y )(Δx, Δy)  
     = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy    ... (1) 
โดยเราจะเรียก df( 0x , 0y )(Δx, Δy) ว่า 
ค่าเชิงอนุพนัธร์วมของ f ที่จุด ( 0x , 0y )  
ซ่ึงคาํนวณค่าที่ (Δx, Δy)  
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และเพ่ือความสะดวก เราอาจเขยีนแทนค่าน้ีด้วย 
สญัลักษณ ์df( 0x , 0y  ; Δx, Δy) 
ถ้า f(x, y) = x  
แล้ว 
  df(x, y ; Δx, Δy) = xf (x, y) Δx + yf (x, y) Δy 
            = (1)Δx + (0)Δy 
            = Δx 
กล่าวคอื df(x, y) เป็นฟังกชั์นที่มีค่าที่จุด (Δx, Δy) เป็น Δx 
เน่ืองจาก f(x, y) = x  
ดงัน้ัน เราอาจเขยีนได้ว่า dx = Δx 
ในทาํนองเดยีวกนั  
ถ้า f(x, y) = y แล้ว dy = Δy  
ด้วยเหตน้ีุเราอาจเขยีน 
 df( 0x , 0y )(Δx, Δy)  
     = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy 
ได้ในรปู  
 df( 0x , 0y  ; dx, dy) = xf ( 0x , 0y )dx + yf ( 0x , 0y )dy 
ซ่ึงถ้าพิจารณาที่จุด (x, y) ใด ๆ  
เรากจ็ะเขยีนสั้น ๆ ได้ว่า  
     df(x, y) = xf dx + yf dy 
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ตวัอย่าง 5.6.1 จงหาค่าเชิงอนุพันธร์วมของฟังกชั์นต่อไปน้ี 
   1.  f(x, y) = 4 3x 2y  + 3y 
   2.  f(x, y) = 2x cos(xy) 
วิธีทํา  
1.  df(x, y)  = xf dx + yf dy 
        = 12 2x 2y dx + (8 3x y + 3)dy 
2. df(x, y) 
   = xf dx + yf dy 
   = ( 2x (–sin(xy)) y + (cos(xy)) 2x) dx  
      + ( 2x (–sin(xy)) x) dy 
   = (2x cos(xy) – 2x y sin(xy)) dx – 3x sin(xy) dy   
 

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

92

การประมาณค่าของฟังกช์นัดว้ยค่าเชิงอนุพนัธร์วม 
เน่ืองจาก 
 f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) – f( 0x , 0y ) 
    = xf ( 0x , 0y ) Δx + yf ( 0x , 0y ) Δy 
       + 1ε (Δx, Δy) Δx + 2ε (Δx, Δy) Δy 
    = df( 0x , 0y  ; Δx, Δy) 
       + 1ε (Δx, Δy) Δx + 2ε (Δx, Δy) Δy 
โดยที่    

)0 ,0()y ,x(
lim
→ΔΔ 1ε (Δx, Δy) = 0 

และ     
)0 ,0()y ,x(

lim
→ΔΔ 2ε (Δx, Δy) = 0 

ดงัน้ัน df( 0x , 0y  ; Δx, Δy)  
เป็นค่าประมาณที่ดขีอง f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) – f( 0x , 0y ) 
เมื่อ || (Δx, Δy) – (0, 0) || มีค่าน้อย  
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สูตรของการประมาณค่าของฟังกช์นั 
     f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) – f( 0x , 0y ) 
              ≈ df( 0x , 0y  ; Δx, Δy) 
 
หรือ  
 
    f( 0x  + Δx, 0y  + Δy) 
         ≈ f( 0x , 0y ) + df( 0x , 0y  ; Δx, Δy) 
 
หรือ  
 
f( 0x  + dx, 0y  + dy) 
         ≈ f( 0x , 0y ) + df( 0x , 0y  ; dx, dy) 
 
ซ่ึงถ้าพิจารณาที่จุด (x, y) ใด ๆ จะเขยีนสตูรของการประมาณ
ค่าได้เป็น  
 f(x + dx, y + dy) ≈ f(x, y) + df(x, y) 
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ตวัอย่าง 5.6.2 จงใช้ค่าเชิงอนุพันธร์วม 
หาค่าประมาณของ 22 )98.3()04.3( +  
วิธีทํา ให้ f(x, y) = 22 yx +  
จะได้ว่า df(x, y)   = xf dx + yf dy 
           = 

22 yx
x
+

dx + 
22 yx

y

+
dy 

จาก f(x + dx, y + dy) ≈ f(x, y) + df(x, y) 
เลือก   x = 3,    dx = 3.04 – 3 = 0.04  
และ    y = 4,    dy = 3.98 – 4 = –0.02 

22 )98.3()04.3( +  
  = f(3.04, 3.98) 
  = f(3 + 0.04, 4 + (–0.02) 
  ≈ f(3, 4) + df(3, 4 ; 0.04, –0.02) 
  = 22 43 +  + 

22 43
3
+

(0.04) + 
22 43

4
+

(–0.02) 

  = 5 + 5
3 (0.04) – 5

4(0.02) 
  = 5.008                          
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ตวัอย่าง 5.6.3 จงหาปริมาตรโดยประมาณของกล่องรปูทรงสี่ 
เหล่ียมมุมฉากที่มีฐานเป็นรปูสี่เหล่ียมจัตรัุส ซ่ึงมีด้านยาวด้านละ  
8.005 เซนตเิมตร และสงู 9.996 เซนตเิมตร 
วิธีทํา ให้ 
   V  เป็นปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียมมุมฉาก 
   x  เป็นความยาวของด้านของฐานซ่ึงเป็นรปูสี่เหล่ียมจัตรัุส 
   y  เป็นความสงูของกล่อง 
เพราะฉะน้ัน  V(x, y) = 2x y 
การประมาณค่า V(8.005, 9.996)  
โดยใชค่้าเชิงอนุพนัธร์วม 
เพราะว่า V(x + dx, y + dy)  ≈ V(x, y) + dV(x, y) 
และ   dV(x, y)   = 

x
V
∂
∂ dx + 

y
V
∂
∂ dy  

            = 2xydx + 2x dy 
เลือก   x = 8,    dx = 8.005 – 8 = 0.005  
และ    y = 10,    dy = 9.996 – 10 = –0.004 
V(8.005, 9.996)  
   = V(8 + 0.005, 10 + (–0.004)) 
   ≈ V(8, 10) + dV(8, 10 ; 0.005, –0.004) 
   = ( 28 )(10) + 2(8)(10)(0.005) + 28 (–0.004) 
   = 640 + 0.8 – 0.256 
   = 640.544 ลูกบาศกเ์ซนตเิมตร             
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ตวัอย่าง 5.6.4 กรวยกลมใบหน่ึง  
วัดรัศมีฐานได้ 12 เซนตเิมตร และวัดส่วนสงูได้ 10 เซนตเิมตร  
ถ้าการวัดรัศมีมีความผดิพลาดไม่เกนิ 0.03 เซนตเิมตร  
และการวัดส่วนสงูมีความผดิพลาดไม่เกนิ 0.01 เซนตเิมตร  
ในการคาํนวณปริมาตร จงหาค่าประมาณของ 
    1. ขอบเขตของความผดิพลาด 
    2. ขอบเขตของความผดิพลาดสมัพัทธ ์
    3. ขอบเขตของเปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาด 
วิธีทํา ให้   V   เป็นปริมาตรของกรวยกลม 
       r    เป็นรัศมีของกรวยกลม 
       h   เป็นความสงูของกรวยกลม 
จากสูตรเรขาคณิต ม.ตน้ จะได ้V(r, h) = 3

1π 2r h 
1.  ขอบเขตของความผดิพลาด 
   = | V(r + dr, h + dh) – V(r, h) |  
ประมาณได้ด้วย | dV(r, h) |  
จาก    V(r, h) = 3

1π 2r h 

จะได้   dV(r, h) = 
r
V
∂
∂ dr + h

V
∂
∂ dh = 3

2πrh dr + 3
1π 2r dh 

จากโจทย์ r = 12 เซนตเิมตร, h = 10 เซนตเิมตร,  
| dr | ≤ 0.03 เซนตเิมตร  
และ | dh | ≤ 0.01 เซนตเิมตร 
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ดงัน้ัน ความผดิพลาดในการคาํนวณปริมาตร 
    ≈ | dV(r, h) |  
    = | 3

2πrh dr + 3
1π 2r dh |  

    ≤ 3
2πrh | dr | + 3

1π 2r  | dh |  

    ≤ 3
2π(12)(10)(0.03) + 3

1π(12)2(0.01) 

    = 2.88π 
เพราะฉะน้ัน 
ขอบเขตของความผดิพลาดในการคาํนวณปริมาตรมีค่า 
เท่ากบั 2.88π ลูกบาศกเ์ซนตเิมตรโดยประมาณ 
 
2. ความผดิพลาดสมัพัทธใ์นการคาํนวณปริมาตร 
        ≈ | 

V
dV  | ≤ 

10)12(
3
1

88.2
2π

π  = 0.006 

ดงัน้ัน ขอบเขตของความผดิพลาดสมัพัทธ ์
ในการคาํนวณปริมาตรมีค่าเทา่กบั 0.006 โดยประมาณ 
3. เปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาดในการคาํนวณปริมาตร 
     ≈ | 

V
dV  | × 100 ≤ 0.006 × 100 = 0.6 

น่ันคือ ขอบเขตของเปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาดในการคาํนวณ 
ปริมาตรมีค่าเทา่กบั 0.6% โดยประมาณ             
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ตวัอย่าง 5.6.5 ในการวัดความกว้างและความยาวของกระดาษ 
รปูสี่เหล่ียมผนืผ้าแผ่นหน่ึง พบว่าการวัดความกว้างมีความผดิ 
พลาดไม่เกนิ 5% และการวัดความยาวมีความผดิพลาดไม่เกนิ  
3% จงหาเปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาดในการคาํนวณพ้ืนที่ของ 
กระดาษแผ่นน้ี 
วิธีทํา ให้   A  เป็นพ้ืนที่ของกระดาษรปูสี่เหล่ียมผนืผ้า 
       x  เป็นความกว้างของกระดาษ 
       y  เป็นความยาวของกระดาษ 
เพราะว่า    A(x, y) = xy  
และ      dA(x, y) = 

x
A
∂
∂ dx + 

y
A
∂
∂ dy = y dx + x dy 

ดงัน้ัน     
A

dA  = 
xy

dy xdx y +  = 
x

dx  + y
dy  

เพราะว่า การวัดความกว้างมคีวามผดิพลาดไม่เกนิ 5%  
เพราะฉะน้ัน | 

x
dx  | ≤ 0.05 

เพราะว่า การวัดความยาวมีความผดิพลาดไม่เกนิ 3%  
เพราะฉะน้ัน | y

dy  |   ≤ 0.03 

ดงัน้ัน    | 
A

dA  |   = | 
x

dx  + 
y

dy  |  

            ≤ | 
x

dx  | + | 
y

dy  |  

            ≤ 0.05 + 0.03 
            = 0.08 

บทที ่5.  
ฟังกช์นัของหลายตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

99

เพราะฉะน้ัน เปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาด  
       ≈ | 

A
dA  | × 100 ≤ 0.08 × 100 = 8 

เปอร์เซน็ตข์องความผดิพลาดในการคาํนวณพ้ืนที่มค่ีาไม่เกนิ  
8% โดยประมาณ                         
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หมายเหตุ สาํหรับฟังกชั์นของสามตวัแปร  
เราสามารถนิยามค่าเชิงอนุพันธร์วมได้ในทาํนองเดยีวกนั  
กล่าวคอื  
ค่าเชิงอนุพันธร์วมของ f ที่จุด (x, y, z)  
คือฟังกชั์น df(x, y, z) ซ่ึงกาํหนดโดย 
 

df(x, y, z ; dx, dy, dz) 
    = xf (x, y, z)dx + yf (x, y, z)dy + zf (x, y, z)dz 
 

ตวัอย่างเช่น  
ค่าเชิงอนุพันธร์วมของ  
    f(x, y, z) = 2y xze   
คือ 
 

    df(x, y, z)  = xf dx + yf dy + zf dz 
            = 2y z xze dx + 2y xze dy + x 2y xze dz 
 

ในเร่ืองของการประมาณค่าของฟังกชั์นของสามตวัแปร  
พิจารณาได้ในทาํนองเดยีวกนัโดยเราจะได้ 
สตูรของการประมาณค่าเป็น  
 f(x + dx, y + dy, z + dz) ≈ f(x, y, z) + df(x, y, z) 
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