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6.1 อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

   บนโดเมนรูปสีเ่หลีย่มผนืผา้ 

ให้ f : D → R เมื่อ D = [a, b] × [c, d] 

แบ่ง [a, b] ออกเป็น m ช่วงย่อย 

ด้วยจุด 0x , 1x , 2x , ... , mx  โดยที่  

       a = 0x  < 1x < 2x  < ... < mx  = b 

แบ่ง [c, d] ออกเป็น n ช่วงย่อย 

ด้วยจุด 0y , 1y , 2y , ... , ny  โดยที่ 

       c = 0y  < 1y < 2y  < ... < ny  = d 

ให้ ijD  = [ 1ix − , ix ] × [ 1jy − , jy ]  

เป็นรปูสี่เหล่ียมผนืผ้าย่อยรปูที่ ij  

เมื่อ i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.1.1 
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ให้      Δ ix  = ix  – 1ix −       เมื่อ i = 1, 2, ... , m 

และ     Δ jy  = jy  – 1jy −       เมื่อ j = 1, 2, ... , n 

เพราะฉะน้ัน พ้ืนที่ของ ijD  = Δ ijA  = (Δ ix )(Δ jy ) 

ให้ ( ijx , ijy ) เป็นจุดใด ๆ ใน ijD   

และ mnS  = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ijx , ijy ) Δ ijA  

เราเรียก mnS  ว่า ผลบวกรีมนันข์อง f บน D 
 

สาํหรับการแบ่งอาณาบริเวณ D เป็นรปูสี่เหล่ียมผนืผ้าย่อย ๆ น้ี  

ถ้า  เราแบ่งในลักษณะที่ Δ ix  และ Δ jy  มีค่าเข้าใกล้ 0  

   สาํหรับทุก i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n  

   เมื่อ m และ n มีค่ามากๆ  

และ 

ถ้า   

∞→
∞→

n
m
lim mnS  มีค่าเป็นอย่างเดยีวกนัหมด  

   สาํหรับทุก ๆ วธิทีี่แบ่งดงักล่าว  

   และทุก ๆ วิธทีี่เลือกจุด ( ijx , ijy ) ใน ijD   

แล้ว เรากล่าวว่า     f เป็นฟังกช์นัทีอิ่นทิเกรตไดบ้น D  

และเรียกค่าลิมติน้ีว่า   อินทิกรลัสองชั้นของ f บน D  

หรือ           อินทิกรลัของ f บน D  

เขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์∫∫
D

f หรือ ∫∫
D

f(x, y) dA 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

4

ขอ้สงัเกต  

1. ถ้า  f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D  

     และ f(x, y) ≥ 0 ทุก (x, y) ∈ D  

  แล้ว ค่า f( ijx , ijy ) Δ ijA   

     คือปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียมมุมฉากย่อยซ่ึงม ี

     ความสงู f( ijx , ijy ) บนสี่เหล่ียมผนืผ้าย่อย ijD  

     mnS  คือผลบวกของปริมาตรของรปูทรงสี่เหล่ียม 

     มุมฉากย่อยทั้งหมดบน D      

เพราะฉะน้ัน ∫∫
D

f คือปริมาตรของรูปทรงตนั 

ซ่ึงอยู่ภายใต้พ้ืนผวิ z = f(x, y) บน D 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.1.2 

2. ถ้า f(x, y) = 1 ทุก (x, y) ∈ D  

แล้วจะได้ว่า ∫∫
D

f กค็ือพ้ืนที่ของอาณาบริเวณ D น่ันเอง  
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ทฤษฎีบท 6.1.1 ให้ f : D → R เม่ือ D = [a, b] × [c, d]  

ถ้า  f มีความต่อเนือ่งบน D หรืออาณาบริเวณที่ f ไม่มีความ 

   ต่อเน่ืองมีพ้ืนที่เป็นศนูย์ (เช่น เซตของจุดจาํนวนจาํกดัจุด 

    หรือ เส้นโค้งที่มีความยาวจาํกดั)  

แล้ว f เป็นฟังกช์นัทีอิ่นทิเกรตไดบ้น D 

ตวัอย่าง 6.1.1 กาํหนดให้ f(x, y) = x 2y  และ  

D = [1, 3] × [0, 1] จงคาํนวณหา ∫∫
D

f(x, y) dA 

วิธีทํา เพราะว่า f เป็นฟังกชั์นพหุนามของสองตวัแปร  

เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองบน D  

แสดงว่า f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D 

แบ่ง [1, 3] ออกเป็น m ช่วงย่อยเท่า ๆ กนั 

ด้วยจุด 0x , 1x , 2x , ... , mx  โดยที่ 

1 = 0x  < 1x  < 2x  < ... < mx  = 3 

เพราะฉะน้ัน     Δ ix   = 
m
2   

และ       ix   = 1 + 
m
i2         ทุก i = 1, 2, ... , m 

แบ่ง [0, 1] ออกเป็น n ช่วงย่อยเท่า ๆ กนั 

ด้วยจุด 0y , 1y , 2y , ... , ny  โดยที่ 

 0 = 0y  < 1y  < 2y  < ... < ny  = 1 

เพราะฉะน้ัน      Δ jy   = n
1   

และ        jy   = n
j
          ทุก j = 1, 2, ... , n 
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เลือก ( ijx , ijy ) = ( ix , jy )  

ทุก i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n  

จะได้ผลบวกรีมันน์ของ f บน D เป็น 

 mnS  = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ijx , ijy )(Δ ix )(Δ jy ) 

 = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ix , jy )(Δ ix )(Δ jy ) 

 = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
ix 2

jy (
m
2 )( n

1 ) 

 = 
mn
2 ∑

=

m

1  i
∑
=

n

1  j
ix 2

jy  

 = 
mn
2 ∑

=

m

1  i
ix ( 2

1y  + 2
2y  + ... + 2

ny ) 

 = 
mn
2 ∑

=

m

1  i
ix [( n

1 )2 + ( n
2 )2 + ... + (n

n )2] 

 = 
mn
2 ∑

=

m

1  i
ix [

2n
1 ( 21  + 22  + ... + 2n )] 

 = 
mn
2

⎢
⎣

⎡
2n

1
⎥⎦
⎤++

6
)1n2)(1n(n ∑

=

m

1i
ix  

 = 
mn
2

2n6
)1n2)(1n(n ++
( 1x  + 2x  + ... + mx ) 

 = 
2mn3

)1n2)(1n( ++
[(1 + 

m
12 ⋅ ) + (1 + 

m
22 ⋅ ) +...+ (1 + 

m
m2 ⋅ )] 
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 = 
2mn3

)1n2)(1n( ++
[(1 + 

m
12 ⋅ ) + (1 + 

m
22 ⋅ ) +...+ (1 + 

m
m2 ⋅ )] 

 = 
2mn3

)1n2)(1n( ++
[m + 

m
2 (1 + 2 + ... + m)] 

 = 
2mn3

)1n2)(1n( ++
[m + 

m
2

2
)1m(m +
] 

 = 2mn3
)1m2)(1n2)(1n( +++
 

 = 3
1(

n
1n + )(

n
1n2 + )(

m
1m2 + ) 

 = 3
1(1 + n

1 )(2 + n
1 )(2 + 

m
1 ) 

เพราะฉะน้ัน 

∞→
∞→

n
m
lim mnS   = 

∞→
∞→

n
m
lim 3

1(1 + n
1 )(2 + n

1 )(2 + 
m
1 ) 

             = 3
4  

เพราะฉะน้ัน ∫∫
D

f(x, y) dA = 3
4                 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

8

การคาํนวณค่า อินทิเกรตซอ้น  

ให้ f : D → R เมื่อ D = [a, b] × [c, d] 

ถ้าคิดว่า y เป็นค่าคงตวั  

เราจะได้ว่า f เป็นฟังกชั์นของตวัแปร x เพียงตวัเดยีว  

ซ่ึงถ้า f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน [a, b]  

เรากส็ามารถคาํนวณค่าของ ∫
b

a
f(x, y) dx ได้  

โดยใช้ความรู้ เกี่ยวกบัการอนิทเิกรตฟังกชั์นของหน่ึงตวัแปร  

ซ่ึงค่าที่คาํนวณได้น้ีจะอยู่ในพจน์ของ y  

กล่าวคอื เป็นฟังกชั์นของ y น่ันเอง 

ให้ g(y) = ∫
b

a
f(x, y) dx 

ถ้า g เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน [c, d]  

เราจะเรียกค่าอนิทกิรัล ∫
d

c
g(y) dy ว่า  

อินทิกรลัซอ้นของ f เทียบกบั x และ y ตามลาํดบั  

และจะเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์∫
d

c
∫
b

a
f(x, y) dxdy  

ซ่ึงจะเหน็ว่าค่าอนิทกิรัลซ้อนน้ีเราได้มาโดยการอนิทเิกรต f สอง

คร้ังคือ คร้ังแรกอนิทเิกรตเทยีบกบั x ก่อน โดยคิดว่า y เป็นค่า

คงตวั แล้วจึงอนิทเิกรตผลที่ได้เทยีบกบั y 
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หมายเหตุ 

เราอาจจะหาค่าอนิทกิรัลซ้อนได้อกีวิธหีน่ึงคือ อนิทเิกรตเทยีบ 

กบั y ก่อน โดยคิดว่า x เป็นค่าคงตวั แล้วจึงอนิทเิกรตผลที่ได้ 

เทยีบกบั x  

ซ่ึงเราจะเขยีนแทนอนิทกิรัลซ้อนที่ได้มาโดยวิธน้ีีด้วยสญัลักษณ ์ 

∫
b

a
∫
d

c
f(x, y) dydx 

 

ทฤษฎีบท 6.1.2 ให้ f : D → R เม่ือ D = [a, b] × [c, d]  

ถ้า   f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D  

แล้ว  ∫∫
D

f = ∫
d

c
∫
b

a
f(x, y) dxdy = ∫

b

a
∫
d

c
f(x, y) dydx 

 

หมายเหตุ สาํหรับฟังกชั์น f ที่อนิทเิกรตได้บน D 

1. สญัลักษณ ์∫∫
D

f(x, y) dxdy  

  หมายถงึ การหาค่าอนิทกิรัลของ f โดยอนิทเิกรตซ้อน 

  เทยีบกบั x และ y ตามลาํดบั 

2. สญัลักษณ ์∫∫
D

f(x, y) dydx  

  หมายถงึ การหาค่าอนิทกิรัลของ f โดยอนิทเิกรตซ้อน 

  เทยีบกบั y และ x ตามลาํดบั 
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ตวัอย่าง 6.1.2 จงหา ∫∫
D

x 2y dA เมื่อ D = [1, 3] × [0, 1] 

วิธีที ่1. ∫∫
D

x 2y dA    = ∫
1

0
∫
3

1
x 2y  dxdy 

             = ∫
1

0

2y [
2

x 2
] 1x

3x
=
=  dy 

             = ∫
1

0

2y [ 2
9  – 2

1 ] dy 

             = ∫
1

0
4 2y  dy   = 4[

3
y3

] 0y
1y

=
=

 

             = 3
4  

วิธีที ่2. ∫∫
D

x 2y dA   = ∫
3

1
∫
1

0
x 2y  dydx 

             = ∫
3

1
x[

3
y3

] 0y
1y

=
=

 dx 

             = ∫
3

1
x(3

1  – 0) dx 

             = 3
1 ∫

3

1
x dx 

             = 3
1 [

2
x 2

] 1x
3x

=
=

 

             = 3
1( 2

9  – 2
1) 

             = 3
4               
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ตวัอย่าง 6.1.3 จงหาค่า ∫
−

4

2
∫
3

1
( 2x  – 2xy + 3 2y  – 5) dydx 

วิธีทํา ∫
−

4

2
∫
3

1
( 2x  – 2xy + 3 2y  – 5) dydx 

   = ∫
−

4

2
[ 2x y – x 2y  + 3y  – 5y] 1y

3y
=
=

 dx  

   = ∫
−

4

2
[(3 2x  – 9x + 27 – 15) 

         – ( 2x  – x + 1 – 5)] dx 

   = ∫
−

4

2
(2 2x  – 8x + 16) dx 

   = [ 3
2 3x  – 4 2x  + 16x] 2x

4x
−=

=  

   = (
3

128  – 64 + 64) – (–
3

16  – 16 – 32) 

   = 96                            
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ตวัอย่าง 6.1.4 จงหาค่าของ ∫
3

0
∫
1

0
x yx 2 +  dxdy 

วิธีทํา ∫
3

0
∫
1

0
x yx 2 +  dxdy 

   = 2
1 ∫

3

0
∫
1

0
yx 2 + d( 2x  + y) dy 

   = 2
1 ∫

3

0
[ 3

2( 2x  + y) 2
3
] 0x

1x
=
=

 dy 

   = 3
1 ∫

3

0
[(1 + y) 2

3
 – y 2

3
] dy 

   = 3
1 ∫

3

0
(1 + y) 2

3
 dy – 3

1 ∫
3

0
y 2

3
 dy 

   = 3
1 [5

2(1 + y) 2
5
] 0y

3y
=
=

 – 3
1 [5

2  y 2
5
] 0y

3y
=
=

 

   = 
15
2 (32 – 1) – 

15
2 (9 3 – 0) 

   = 
15
2 (31 – 9 3)                     
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ตวัอย่าง 6.1.5 จงหาค่าของอนิทกิรัลสองช้ัน ∫∫
D

x sin(xy) dA  

เมื่อกาํหนดให้ D = [0, 2] × [0, 2
π ] 

วิธีทํา ∫∫
D

x sin(xy) dA  = ∫
2

0
∫

π
2

0
x sin(xy) dydx 

              = ∫
2

0
∫

π
2

0
sin(xy) d(xy) dx 

              = ∫
2

0
[–cos(xy)] 0y

2
y
=

π=
 dx 

              = ∫
2

0
(1 – cos

2
xπ ) dx 

              = [x – 
π
2 sin

2
xπ ] 0x

2x
=
=

 

              = (2 – 
π
2 sin π) – (0 – 

π
2 sin 0) 

              = 2                

 

ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 6.1.5 จะสงัเกตได้ว่า  

ถ้าเราอนิทเิกรตเทยีบกบั x ก่อน  

แล้วตามด้วย y จะยากกว่าการอนิทเิกรตเทยีบกบั y  

ก่อนแล้วตามด้วย x 
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ตวัอย่าง 6.1.6 จงหาปริมาตรของรปูทรงตนัที่อยู่เหนือระนาบ  

XY ซ่ึงปิดด้านบนด้วยระนาบ z = 4 – x – y และปิดล้อมด้าน 

ข้างด้วยระนาบ x = 0, x = 1, y = 1 และ y = 2 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

      รูปที ่6.1.3 (ก)        รูปที ่6.1.3 (ข) 

รปูทรงตนัน้ีอยู่บนอาณาบริเวณ D = [0, 1] × [1, 2]  

ปริมาตร     = ∫∫
D

(4 – x – y) dA 

        = ∫
2

1
∫
1

0
(4 – x – y) dxdy 

        = ∫
2

1
[4x – 

2
x 2

 – xy] 0x
1x

=
=

 dy 

        = ∫
2

1
( 2

7  – y) dy 

        = [ 2
7y – 

2
y2

] 1y
2y

=
=

 

        = (7 – 2) – ( 2
7  - 2

1) 

        = 2 ลูกบาศกห์น่วย                
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6.2 อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปรบนโดเมนทัว่ไป 

ให้ f : S → R  

เมื่อ S ⊆ 2R  โดยที่ S เป็นเซตปิดและมีขอบเขต 

เพราะว่า S เป็นเซตที่มีขอบเขต  

เพราะฉะน้ันเราสร้างรปูสี่เหล่ียมผนืผ้า D = [a, b] × [c, d]  

ล้อมรอบอาณาบริเวณ S ได้ ดงัแสดงในรปูที่ 6.2.1 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.1 

ให้ f~  เป็นฟังกชั์นที่นิยามบน D โดยมีค่าดงัน้ี 

    f~(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈

S)y,x(              0

S)y,x(     )y,x(f

     

     

เม่ือ

เม่ือ

 

ถ้า    f~  เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D  

แล้ว  f เป็นฟังกช์นัทีอิ่นทิเกรตไดบ้น S 

โดยนิยามว่า อินทิกรลัของ f บน S มีค่าเท่ากบั ∫∫
D

f~(x, y) dA  

และเขยีนแทนด้วยสญัลักษณ ์∫∫
S

f หรือ ∫∫
S

f(x, y) dA 

น่ันคือ ∫∫
S

f = ∫∫
D

f~  เมื่อ f~  เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D 
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ตวัอย่าง 6.2.1 กาํหนดให้ f(x, y) = xy  

และ S เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y = x  

และเส้นตรง x = 2y จงหาค่าของ ∫∫
S

f 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.2 

อาณาบริเวณ S คือบริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.2  

เราล้อมรอบอาณาบริเวณ S ได้ด้วยสี่เหล่ียมผนืผ้า  

D = [0, 4] × [0, 2] 

การคาํนวณหาค่า ∫∫
S

f ได้จาก ∫∫
D

f~  ซ่ึงทาํได้ 2 วิธคีือ 

    1. ∫∫
S

f = ∫∫
D

f~(x, y) dxdy 

    2. ∫∫
S

f = ∫∫
D

f~(x, y) dydx 
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วิธีที ่1. อนิทเิกรตเทยีบกบั x ก่อน โดยคิดว่า y เป็นค่าคงตวั 

จากรปูที่ 6.2.2 จะได้ว่า  

S = {(x, y) | 2y  ≤ x ≤ 2y, 0 ≤ y ≤ 2} 

และ f~(x, y) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<
≤≤

<≤

4xy2     0
y2xy    xy

yx0     0

 
 

  

 

2
2

      

     

      

เม่ือ

เม่ือ

เม่ือ

 

∫∫
S

f  = ∫∫
D

f~(x, y) dxdy  = ∫
2

0
∫
4

0
f~(x, y) dxdy 

 = ∫
2

0
[ ∫

2y

0
0 dx + ∫

y2

2y

xy dx + ∫
4

y2
0 dx] dy 

 = ∫
2

0
∫
y2

2y

xy dxdy 

 = ∫
2

0
y[

2
x 2

] 2yx
y2x

=
=

 dy 

 = ∫
2

0
2
y
(4 2y  – 4y ) dy 

 = 2
1 ∫

2

0
(4 3y  – 5y ) dy 

 = 2
1 [ 4y  – 

6
y6

] 0y
2y

=
=

 

 = 2
1(16 – 

3
32 ) 

 = 3
8  
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วิธีที ่2. อนิทเิกรตเทยีบกบั y ก่อน โดยคิดว่า x เป็นค่าคงตวั 

จากรปูที่ 6.2.2 จะได้ว่า  

S  = {(x, y) | 2
x  ≤ y ≤ x , 0 ≤ x ≤ 4} 

และ f~(x, y) = 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<

≤≤

<≤

2yx      0  
xy2

x    xy  
2
xy0     0  

 
 

  

        

     

     

 

 

เม่ือ

เม่ือ

เม่ือ

 

∫∫
S

f  = ∫∫
D

f~(x, y) dydx  = ∫
4

0
∫
2

0
f~(x, y) dydx 

 = ∫
4

0
[ ∫

2
x

0
0 dy + ∫

x

2
x

xy dy + ∫
2

x
0 dy] dx 

 = ∫
4

0
∫
x

2
x

xy dydx 

 = ∫
4

0
x[

2
y2

]

2
xy

xy  
=

=
 dx 

 = ∫
4

0
2
x (x – 

4
x 2

) dx 

 = 2
1 ∫

4

0
( 2x  – 

4
x3

) dx = 2
1 [

3
x3

 – 
16
x 4

] 0x
4x

=
=

 

 = 2
1(

3
64  – 16) 

 = 3
8                                
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การหาค่าอินทิกรลัของ f บนโดเมนใด ๆ 

แบบที ่1.  

ให้ S = {(x, y) | 1g (x) ≤ y ≤ 2g (x), a ≤ x ≤ b} 

ลักษณะของอาณาบริเวณ S ได้ดงับริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.3 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.3 

สร้างรปูสี่เหล่ียมผนืผ้า D ล้อมรอบ S  

สมมต ิD = [a, b] × [c, d] 

เพราะฉะน้ัน f~(x, y) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<
≤≤

<≤

dy)x(g         0    
)x(gy)x(g  y)(x,f  

)x(gy        0    

2

21

1

 
  
  c

       

     

      

เม่ือ

เม่ือ

เม่ือ

 

และ ∫∫
S

f = ∫∫
D

f~(x, y) dydx 

 = ∫
b

a
∫
d

c
f~(x, y) dydx 

 = ∫
b

a
[ ∫

)x(
1

g

c
0 dy + ∫

)x(
2

g

)x(
1

g
f(x, y) dy + ∫

d

)x(
2

g
0 dy] dx 

 = ∫
b

a
∫

)x(
2

g

)x(
1

g
f(x, y) dydx 
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การหาค่าอินทิกรลัของ f บนโดเมนใด ๆ 

แบบที ่2.  

ให้ S = {(x, y) | 1h (y) ≤ x ≤ 2h (y), c ≤ y ≤ d} 

แสดงลักษณะของอาณาบริเวณ S ได้ 

ดงับริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.4 

โดยการพิจารณาในทาํนองเดยีวกนั 

จะได้ว่า ∫∫
S

f = ∫
d

c
∫

)y(2h

)y(1h
f(x, y) dxdy 
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ตวัอย่าง 6.2.2 จงหาค่าของ ∫∫
S

y sin 2x dA  

เมื่อ S = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 8
π , sin x ≤ y ≤ cos x} 

วิธีทํา 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.5 

อาณาบริเวณ S คือบริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.5 

∫∫
S

y sin 2x dA   = ∫

π
8

0
∫

xcos

xsin
y sin 2x dydx 

 = ∫

π
8

0
(sin 2x) [

2
y2

] xsiny
xcosy

=
=

 dx 

 = 2
1 ∫

π
8

0
(sin 2x) ( 2cos x – 2sin x) dx 

 = 2
1 ∫

π
8

0
sin 2x cos 2x dx  = 2

1 ∫

π
8

0
2
1  sin 4x dx 

 = 
16
1 ∫

π
8

0
sin 4x d(4x)   = 

16
1 [–cos 4x] 0x

8
x
=

π=
  = 

16
1     
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ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 6.2.2 

ถ้าเราหาค่าของ ∫∫
S

y sin 2x dA โดย 

 ∫∫
S

y sin 2x dA = ∫∫
S

y sin 2x dxdy 

เราต้องแบ่งอาณาบริเวณ S ออกเป็น 3 ส่วนคอื  

อาณาบริเวณ 1S , 2S  และ 3S  ดงัแสดงในรปูที่ 6.2.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.6 

∫∫
S

y sin 2x dA  

   = ∫∫
1S

y sin 2x dA + ∫∫
2S

y sin 2x dA + ∫∫
3S

y sin 2x dA 

ซ่ึงจะเหน็ว่ายุ่งยากกว่าวิธทีี่แสดงในตวัอย่าง 6.2.2 
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ตวัอย่าง 6.2.3 จงหาค่าของอนิทกิรัลของ f(x, y) = 2x – 3 2y   

บนบริเวณที่ล้อมรอบด้วยเส้นตรง y = | x | + 1 และ y = 3 

วิธีทํา ให้ S เป็นอาณาบริเวณที่ล้อมรอบเส้นตรง  

y = | x | + 1 และ y = 3 

จาก y = | x | + 1 จะได้ว่า y = 
⎩
⎨
⎧

<+−
≥+

0x       1x
0x       1x   

     

   

เม่ือ

เม่ือ
 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.7 

S คือบริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.7 

∫∫
S

f  = ∫
3

1
∫
−

−

1  y

y  1
(2x – 3 2y ) dxdy 

 = ∫
3

1
[ 2x  – 3 2y x] y1x

1yx
−=
−=

 dy 

 = ∫
3

1
[{(y – 1)2 – 3 2y (y – 1)} 

      – {(1 – y)2 – 3 2y (1 – y)}] dy 

 = ∫
3

1
(6 2y  – 6 3y ) dy = [2 3y  – 2

3 4y ] 1y
3y

=
=

 = –68    
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ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 6.2.3 จะเหน็ว่า  

ถ้าเราหาค่าของ ∫∫
S

f โดย ∫∫
S

f = ∫∫
S

f(x, y) dydx 

เราต้องแบ่งอาณาบริเวณ S ออกเป็น 2 ส่วนคอื  

อาณาบริเวณ 1S  และ 2S  ดงัแสดงในรปูที่ 6.2.8 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.8 

   ∫∫
S

f = ∫∫
1S

f + ∫∫
2S

f  

ซ่ึงจะเหน็ว่ายุ่งยากกว่าวิธทีี่แสดงในตวัอย่าง 6.2.3 
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ตวัอย่าง 6.2.4 จงหาค่าของ ∫∫
S

x 2y dA  

เมื่อ S เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยพาราโบลา y = 2x  

เส้นตรง x + y = 2 และ y = 2
1  โดยที่ y ≥ 2x  

วิธีทํา หาจุดตัดระหว่าง y = 2x  และ x + y = 2  

จะได้ จุดตดัคือ (–2, 4) และ (1, 1) 

อาณาบริเวณ S คือบริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.9 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.9 

เราจะหาค่าของ ∫∫
S

x 2y dA โดย ∫∫
S

x 2y dA = ∫∫
S

x 2y  dxdy 

เพราะฉะน้ัน แบ่งอาณาบริเวณ S ออกเป็น 2 ส่วน คอื 

    1S   = {(x, y) | – y  ≤ x ≤ y  , 2
1  ≤ y ≤ 1} 

และ   2S   = {(x, y) | – y  ≤ x ≤ 2 – y , 1 ≤ y ≤ 4}  

ดงัแสดงในรปูที่ 6.2.9 
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∫∫
S

x 2y  dA  = ∫∫
1S

x 2y  dxdy + ∫∫
2S

x 2y  dxdy 

 = ∫
1

2
1

∫
−

y

y
x 2y  dxdy + ∫

4

1
∫
−

−

y  2

y
x 2y  dxdy 

 = ∫
1

2
1

2y [
2

x 2
]

yx
yx

−=
=

 dy + ∫
4

1

2y [
2

x 2
] yx

y2x
−=
−=

 dy 

 = ∫
1

2
1 2

y2
(y – y) dy + ∫

4

1
2

y2
[(2 – y)2 – y] dy 

 = 2
1 ∫

4

1
( 4y  – 5 3y  + 4 2y ) dy 

 = 2
1 [

5
y5

 – 4
5 4y  + 3

4 3y ] 1y
4y

=
=

 

 = –
40
603                              



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

27

ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 6.2.4 จะเหน็ว่า  

ถ้าเราหาค่าของ ∫∫
S

x 2y  dA โดย ∫∫
S

x 2y  dA = ∫∫
S

x 2y  dydx 

เราต้องแบ่งอาณาบริเวณ S ออกเป็น 3 ส่วน  

คืออาณาบริเวณ 1S , 2S  และ 3S  ดงัแสดงในรปูที่ 6.2.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.10 
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ตวัอย่าง 6.2.5 จงหาค่าของ ∫
4

0
∫
2

y

3xe dxdy 

วิธีทํา จากการพิจารณาตวัถูกอนิทเิกรต จะเหน็ว่า 

ถ้าเราอนิทเิกรตเทยีบกบั x ก่อน แล้วตามด้วย y จะยากกว่า 

การอนิทเิกรตเทยีบกบั y ก่อน แล้วตามด้วย x  

การเปล่ียนลาํดบัของการอนิทเิกรต จะอนิทเิกรตทาํได้ง่ายขึ้น 

อาณาบริเวณของการอนิทเิกรตคือ  

S = {(x, y) | y  ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 4}  

 

 

 

 

รูปที ่6.2.11 

∫
4

0
∫
2

y

3xe dxdy = ∫
2

0
∫
2x

0

3xe dydx 

         = ∫
2

0

3xe [y]
0y
xy 2

=
=  dx 

         = ∫
2

0

2x
3xe dx 

         = 3
1 ∫

2

0

3xe d( 3x ) 

         = 3
1 [

3xe ] 0x
2x

=
=

  = 3
1( 8e  – 1)        
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ตวัอย่าง 6.2.6 จงเปล่ียนลาํดบัของการอนิทเิกรตและเขยีน

รปูแสดงอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต ∫
−

0

2
∫
+

5

2y  1

f(x, y) dxdy 

วิธีทํา ให้ S เป็นอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต  

   S = {(x, y) | 1 + 2y  ≤ x ≤ 5, –2 ≤ y ≤0} 

แสดงได้ดงับริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.12 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.12 

เพราะฉะน้ัน  

∫
−

0

2
∫
+

5

2y  1

f(x, y) dxdy = ∫
5

1
∫
−−

0

1x
f(x, y) dydx        



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

30

ตวัอย่าง 6.2.7 จงเปล่ียนลาํดบัของการอนิทเิกรตและเขยีน

รปูแสดงอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต ∫
6

2
∫
−

2
x

 3  x ||

f(x, y) dydx 

วิธีทํา ให้ S เป็นอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต  

     S = {(x, y) | | x – 3 | ≤ y ≤ 2
x , 2 ≤ x ≤ 6} 

     y = | x – 3 |  
     y = 

⎩
⎨
⎧

<−
≥−

3x     x3  
3x     3x  

      

    

เม่ือ

เม่ือ
 

อาณาบริเวณ S คือบริเวณที่แรเงาในรปูที่ 6.2.13 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.13 

∫
6

2
∫
−

2
x

 3  x ||
f(x, y) dydx  

     = ∫
1

0
∫
+

−

y  3

y  3
f(x, y) dxdy + ∫

3

1
∫
+ y  3

y2
f(x, y) dxdy    
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หมายเหตุ ในทางเรขาคณติ  

1. ถ้า    f : S → R เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน S  

      และ f(x, y) ≥ 0 ทุก (x, y) ∈ S  

  แล้ว   ∫∫
S

f คือ ปริมาตรของรปูทรงตนัที่อยู่ภายใต้ 

      พ้ืนผวิ z = f(x, y) บน S  

และ  

2. ถ้า    f(x, y) = 1 ทุก (x, y) ∈ S  

  แล้ว   ∫∫
S

f คือพ้ืนที่ของอาณาบริเวณ S 
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ตวัอย่าง 6.2.8 จงหาพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย 

พาราโบลา y = 2x  – 4 และ y = – 2x  + 2x 

วิธีทํา จากโจทย์จะได้ y = – 2x  + 2x = –(x – 1)2 + 1 

หาจุดตัดระหว่าง y = 2x  – 4 และ y = – 2x  + 2x  

ได้จุดตัดคือ (–1, –3) และ (2, 0) 

ให้ S เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย      รูปที ่6.2.14 

พาราโบลา y = 2x  – 4  

และ y = – 2x  + 2x  

 

 

พ้ืนที่แรเงา = ∫∫
S

1 dA 

 = ∫
−

2

1
∫
+−

−

x2  2x

4  2x

1 dydx 

 = ∫
−

2

1
[y]

x2  2x  y
4  2x  y
+−=

−=
 dx 

 = ∫
−

2

1
[(– 2x  + 2x) – ( 2x  - 4)] dx 

 = ∫
−

2

1
(4 + 2x – 2 2x ) dx 

 = [4x + 2x  – 3
2 3x ] 1x

2x
−=

=   

 = 9 ตารางหน่วย                        
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ตวัอย่าง 6.2.9 จงหาปริมาตรของรปูทรงตนัในอฐัภาคที่หน่ึงซ่ึง

ปิดล้อมด้วยพ้ืนผวิ z = 4 – 2x  – 2y   

และระนาบ x + y = 1 โดยที่ x + y ≤ 1 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.15 (ก) 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.2.15 (ข) 

รปูทรงตนัอยู่ภายใต้พ้ืนผวิ z = 4 – 2x  – 2y   

และอยู่บนอาณาบริเวณ S ซ่ึงเป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย 

เส้นตรง x + y = 1 แกน X และแกน Y  

S = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1 – x}  
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ปริมาตร = ∫
1

0
∫
− x  1

0
(4 – 2x  – 2y ) dydx 

 = ∫
1

0
[4y – 2x y – 

3
y3

]
0y

x1y
=

−=
dx 

 = ∫
1

0
[4(1 – x) – 2x (1 – x) – 

3
)x1( 3−

] dx 

 = ∫
1

0
(

3
11 – 3x – 2 2x  + 3

4 3x ) dx 

 = [
3

11x – 2
3 2x  – 3

2 3x  + 3
1 4x ] 0x

1x
=
=  

 = 
6

11 ลูกบาศกห์น่วย                      



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

35

ตวัอย่าง 6.2.10 จงหาปริมาตรของรปูทรงตนัซ่ึงอยู่เหนือ

ระนาบ XY และปิดล้อมด้วย 

พ้ืนผวิ 2x  + 2y  = 4 และระนาบ y + z = 4 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

      รูปที ่6.2.16 (ก)     รูปที ่6.2.16 (ข) 

รปูทรงตนัอยู่ภายใต้พ้ืนผวิ z = 4 – y และอยู่บนอาณาบริเวณ S 

ซ่ึง S ปิดล้อมด้วยวงกลม 2x  + 2y  = 4  

เพราะฉะน้ัน 

S = {(x, y) | –2 ≤ y ≤ 2 , – 2y4 −  ≤ x ≤ 2y4 − } 

  ปริมาตร  = ∫
−

2

2
∫
−

−−

2y  4

2y  4

(4 – y) dxdy  

       = ∫
−

2

2
(4 – y) [x] 2

2

y4x
y4x
−−=

−=
 dy  

       = 2 ∫
−

2

2
(4 – y) 2y4 −  dy        ... (1) 
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ทําการอินทิเกรตโดยการเปลีย่นตวัแปร 

ให้ y = 2 sin θ     จะได้  dy = 2 cos θ dθ 

   เมื่อ y = –2   จะได้  sin θ = –1  เพราะฉะน้ัน θ = – 2
π   

และ เมื่อ y = 2   จะได้  sin θ = 1   เพราะฉะน้ัน θ = 2
π  

ปริมาตร   = 2 ∫
−

2

2
(4 – y) 2y4 −  dy 

      = 2 ∫

π

π−

2

2 

(4 – 2 sin θ) θ− 2sin44 2 cos θ dθ 

      = 16 ∫

π

π−

2

2 

(2 - sin θ) 2cos θ dθ 

      = 16 ∫

π

π−

2

2 

(2 2cos θ – 2cos θ sin θ) dθ 

      = 16 ∫

π

π−

2

2 

(1 + cos 2θ – 2cos θ sin θ) dθ 

      = 16[θ + 2
1 sin 2θ + 

3
cos3 θ ]

2

2
π−=θ

π=θ
  

      = 16π ลูกบาศกห์น่วย                
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ประโยชนข์องอินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

  - หาพ้ืนที่  

  – หาปริมาตร 

  – หา มวล โมเมนต ์และ โมเมนตข์องความเฉ่ือย 

 

ให้ S เป็นวัตถุแผ่นบาง แทนได้ด้วยอาณาบริเวณบนระนาบ XY  

และ f(x, y) เป็นความหนาแน่นของวัตถุต่อหน่วยพ้ืนที่ จะได้ว่า 

1. มวลของ S คือ M = ∫∫
S

f(x, y) dA 

2. นํา้หนักของ S คือ W = ∫∫
S

g f(x, y) dA 

  เมื่อ g เป็นแรงโน้มถ่วงหรือแรงดงึดูดของโลก 

3. โมเมนตข์อง S รอบแกน X คือ xM  = ∫∫
S

y f(x, y) dA 

  โมเมนตข์อง S รอบแกน Y คือ yM  = ∫∫
S

x f(x, y) dA 

4. โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ S รอบแกน X คือ  

  xI  = ∫∫
S

2y  f(x, y) dA 

  โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ S รอบแกน Y คือ  

  yI  = ∫∫
S

2x  f(x, y) dA 

5. พิกดัของจุดศนูย์ถ่วงของ S คอื (X , Y)  

  เมื่อ X  = 
M

M y
 และ Y  = 

M
M x  
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ตวัอย่าง 6.2.11 ให้ S เป็นวตัถุแผ่นบาง ๆ บนระนาบ XY  

ซ่ึงปิดล้อมด้วยเส้นตรง y = 3x  แกน X และ เส้นตรง x = 2  

กาํหนดให้ f(x, y) = xy  

เป็นความหนาแน่นของวัตถุต่อหน่วยพ้ืนที่  

จงหา  1. มวลของ S  

2. โมเมนตข์อง S รอบแกน X และ โมเมนตข์อง S รอบแกน Y  

3. โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ S รอบแกน X และ โมเมนต ์ 

  ของความเฉ่ือยของ S รอบแกน Y 

4. พิกดัของจุดศนูย์ถ่วงของ S 

วิธีทํา 

 

 

 

รูปที ่6.2.17 

1. มวลของ S คือ M = ∫∫
S

f(x, y) dA 

           = ∫
2

0
∫
3x

0
xy dydx 

           = ∫
2

0
x [

2
y2

]
0y
xy 3

=
=

 dx 

           = ∫
2

0
2

x7
dx    = 16 
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2. โมเมนตข์อง S รอบแกน X คือ  

    xM    = ∫∫
S

yf(x, y) dA 

        = ∫
2

0
∫
3x

0
y(xy) dydx  

        = ∫
2

0
x[

3
y3

]
0y
xy 3

=
=

dx 

        = ∫
2

0
3

x10
 dx 

        = 
33

2048  

โมเมนตข์อง S รอบแกน Y คือ  

    yM    = ∫∫
S

xf(x, y) dA 

        = ∫
2

0
∫
3x

0
x(xy) dydx 

        = ∫
2

0

2x [
2

y2
]

0y
xy 3

=
=

dx 

        = ∫
2

0
2

x8
 dx 

        = 
9

256  
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3. โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ S รอบแกน X คือ  

     xI   = ∫∫
S

2y f(x, y) dA 

        = ∫
2

0
∫
3x

0

2y (xy) dydx  

        = ∫
2

0
x[

4
y4

]
0y
xy 3

=
=

dx 

        = ∫
2

0
4

x13
 dx 

        = 
7

2048  

โมเมนตข์องความเฉ่ือยของ S รอบแกน Y คือ  

     yI   = ∫∫
S

2x f(x, y) dA 

        = ∫
2

0
∫
3x

0

2x (xy) dydx  

        = ∫
2

0

3x [
2

y2
]

0y
xy 3

=
=

dx 

        = ∫
2

0
2

x9
 dx 

        = 
5

256   

4. X  = 
M

M y
 = 

16
9

256
 = 

9
16  และ Y  = 

M
M x  = 

16
33

2048
 = 

33
128  

พิกดัของจุดศนูย์ถ่วงของ S คอื (
9

16 , 
33

128)            
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6.3 อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปรในระบบพกิดัเชิงขั้ว 

ระบบพกิดัเชิงขั้ว 

ใช้คร่ึงเส้นตรงเป็นหลักในการบอกตาํแหน่งของจุดในระนาบ  

คร่ึงเส้นตรงน้ีว่า แกนเชิงขั้ว  

เพ่ือความสะดวกในการพิจารณา เราใช้แกน X ทางด้านบวก  

หรือแกน OX ของระบบพิกดัฉากเป็นแกนเชิงขั้ว 

เรียกจุดกาํเนิด O ว่า ขั้ว 

การบอกตาํแหน่งของจุดในระนาบจะใช้แกนเชิงขั้ว OX เป็นหลัก 

ให้ P เป็นจุดในระนาบ 

ถ้า r เป็นระยะทางจากจุด O ไปยังจุด P  

และส่วนของเส้นตรง OP ทาํมุม θ กบัแกน OX  

  (การวัดมุมจะวัดจากแกน OX ไปยังเส้นตรง OP โดยที่  

      θ ≥ 0 ถ้าวัดทวนเขม็นาฬิกา  

  และ   θ < 0 ถ้าวัดตามเขม็นาฬิกา)  

แล้ว เราจะเรียกคู่อนัดบั (r, θ) ว่าเป็น พกิดัเชิงขั้ว ของจุด P  

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.1 
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ตวัอย่างของจุดในระบบพิกดัเชิงขั้ว  

เช่น A(4, 6
π), B(2, 4

π), C(4, 
3

2π ) และ D(3, 
6

7π ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.2 

สาํหรับจุดในระนาบที่ไม่ใช่จุดกาํเนิด  

จะมีพิกดัเชิงขั้ว (r, θ) สาํหรับจุดน้ันอยู่อย่างน้อยพิกดัหน่ึง  

และในทางกลับกนั  

สาํหรับแต่ละพิกดัเชิงขั้ว (r, θ) ซ่ึง r > 0  

เราจะหาตาํแหน่งของจุดในระนาบที่มีพิกดัน้ันได้จุดหน่ึงเสมอ 

 

สาํหรับจุดกาํเนิดเราตกลงกนัว่า สาํหรับมุม θ ใด ๆ  

พิกดั (0, θ) จะเป็นพิกดัเชิงขั้วของจุดกาํเนิด  
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หมายเหตุ ในบางคร้ัง เราอาจจะยอมให้ r มีค่าเป็นลบได้ 

กล่าวคอื  

ถ้า  P มีพิกดัเชิงขั้วเป็น (r, θ) เมื่อ r > 0  

แล้ว พิกดัเชิงขั้ว (–r, θ) จะหมายถงึพิกดัของจุด Q ซ่ึงเป็นจุด 

   ที่ได้จากการลากเส้นตรงจากขั้วไปในทศิทางตรงกนัข้ามกบั  

   OP เป็นระยะทาง r ดงัแสดงในรปูที่ 5.3.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.3 
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ความสมัพนัธร์ะหว่าง 

พกิดัเชิงขั้ว (r, θ) และพกิดัฉาก (x, y)  

จุด P ในระนาบที่ไม่ใช่จุดกาํเนิด  

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.4 

จะได้ว่า     x = r cos θ,     y = r sin θ 

และ       2r  = 2x  + 2y ,   tan θ = x
y
 

 

พกิดัเชิงขั้ว (r, θ) พกิดัฉาก (x, y) 

(1, π) (–1, 0) 

(4, 4
π) (2 2 , 2 2 ) 

(2, 2
π) (0, 2) 

(8, – 6
π) ... 

... (–1, 1) 

... (–2, –2 3) 
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ตวัอย่าง 5.3.1 จงหาพิกดัเชิงขั้วของจุดในพิกดัฉากต่อไปน้ี  

เมื่อ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π 

     1. (–5, 0)        2. (2 3, –2) 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

   รูปที ่5.3.5 (ก)         รูปที ่5.3.5 (ข) 

1. r = 0)5( 2 +−  = 5 และ tan θ = 
5

0
−

 = 0 

เพราะว่าจุด (–5, 0) อยู่บนแกน X ทางด้านลบ  

เพราะฉะน้ัน θ = π 

น่ันคือ พิกดัเชิงขั้วของจุด (–5, 0) คือ (5, π) 

 

2. r = 22 )2()32( −+  = 4 และ tan θ = –
3

1   

เพราะว่าจุด (2 3, –2) อยู่ในจตภุาคที่สี่  

เพราะฉะน้ัน θ = 
6

11π  

พิกดัเชิงขั้วของจุด (2 3, –2) คอื (4, 
6

11π)          
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ขอ้สงัเกต จากตวัอย่าง 5.3.1  

ถ้าเรากาํหนดให้ r < 0 เราจะได้ว่า 

จุด (-5, 0) ในระบบพิกดัฉาก  

เขยีนพิกดัเชิงขั้วเป็น (–5, 0) 

 

จุด (2 3, –2) ในระบบพิกดัฉาก  

เขยีนพิกดัเชิงขั้วเป็น (–4, 
6

5π ) 

 

ถ้ากาํหนดช่วงของ θ เป็นแบบอื่น เช่น  

ให้ – 2
π  ≤ θ <

2
3π  เราจะได้ว่า 

จุด (-5, 0) ในระบบพิกดัฉาก  

เขยีนพิกดัเชิงขั้วได้เป็น (5, π) 

 

จุด (2 3, –2) ในระบบพิกดัฉาก  

เขยีนพิกดัเชิงขั้วได้เป็น (4, – 6
π) 

 

ซ่ึงจะเหน็ได้ว่าในระบบพิกดัเชิงขั้ว จุด ๆ หน่ึงอาจจะมีพิกดัเชิง

ขั้วหลายแบบ 
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ตวัอย่าง 5.3.2 จงหาพิกดัฉากของจุดซ่ึงมีพิกดัเชิงขั้วต่อไปน้ี 

      1. P(7, – 4
π)         2. Q(2, 

3
4π ) 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.6 

1.   x = 7 cos(– 4
π) = 7 cos 4

π  = 
2

7  

และ   y = 7 sin(– 4
π) = –7 sin 4

π  = –
2

7  

เพราะฉะน้ัน จุด (7, – 4
π) ในระบบพิกดัเชิงขั้ว  

จะเขยีนพิกดัในระบบพิกดัฉากได้เป็น (
2

7 , –
2

7 ) 

2.   x = 2 cos
3

4π  = –1  

และ   y = 2 sin
3

4π  = – 3 

เพราะฉะน้ัน จุด (2, 
3

4π ) ในระบบพิกดัเชิงขั้ว  

จะเขยีนพิกดัในระบบพิกดัฉากได้เป็น (–1, – 3)       
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ตวัอย่าง 5.3.3 จงเขยีนสมการในระบบพิกดัฉากต่อไปน้ีให้อยู่ 

ในระบบพิกดัเชิงขั้ว 

     1. x = 3         2. y = x 

     3. 2x  = 9y       4. 2x  + 2y  = 4 

     5. 2x  + 2y  – 6x = 0 

วิธีทํา 1. จาก           x = 3 

จะได้ว่า       r cos θ = 3 

เพราะฉะน้ัน            r = 3 sec θ  จะเป็นสมการที่

ต้องการ 

 

2. จาก          y = x 

จะได้ว่า        r sin θ = r cos θ 

      r(sin θ – cos θ) = 0 

เพราะฉะน้ัน r = 0 หรือ sin θ = cos θ 

           tan θ = 1 

              θ = 4
π  หรือ 

4
5π  เมื่อ 0 ≤ θ < 2π 

เพราะว่า r มีค่าเป็นลบได้  

เพราะฉะน้ัน θ = 4
π  จะเป็นสมการที่ต้องการ 
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3. จาก            2x  = 9y 

จะได้ว่า        2r 2cos θ = 9r sin θ 

      r(r 2cos θ – 9 sin θ) = 0 

เพราะฉะน้ัน   r = 0 หรือ r 2cos θ = 9 sin θ 

         r = 0 หรือ r = 9 sec θ tan θ 

จาก r = 9 sec θ tan θ 

จะเหน็ว่า ถ้า θ = 0 แล้ว เราจะได้ r = 0 

เพราะฉะน้ัน     r = 9 sec θ tan θ   จะเป็นสมการที่ต้องการ 
 

4. จาก      2x  + 2y  = 4 

จะได้ว่า         2r  = 4 

เพราะฉะน้ัน           r = 2   จะเป็นสมการที่ต้องการ 

 

5. จาก   2x  + 2y  – 6x = 0 

จะได้ว่า    2r  – 6r cos θ = 0 

      r(r – 6 cos θ) = 0 

เพราะฉะน้ัน   r = 0 หรือ r = 6 cos θ 

จาก r = 6 cos θ จะเหน็ว่า  

ถ้า θ = 2
π  แล้ว เราจะได้ r = 0 

เพราะฉะน้ัน r = 6 cos θ จะเป็นสมการที่ต้องการ        
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ตวัอย่าง 5.3.4 จงเขยีนสมการในระบบพิกดัเชิงขั้วต่อไปน้ี ให้

อยู่ในระบบพิกดัฉาก 

     1. r + 4 sin θ = 0     2. r = 
θ− cos2

5  

     3. r = 
θ+θ sin2cos3

6  

วิธีทํา 1. จาก        r + 4 sin θ = 0 

คูณด้วย r จะได้ว่า    2r  + 4r sin θ = 0 

เพราะฉะน้ัน 2x  + 2y  + 4y = 0 จะเป็นสมการที่ต้องการ 

 

2. จาก             r = 
θ− cos2

5  

จะได้ว่า       r(2 – cos θ) = 5 

           2r – r cos θ = 5 

               2r = 5 + r cos θ 

ยกกาํลังสองทั้งสองข้าง  4 2r  = 25 + 10r cos θ + 2r 2cos θ 

จะได้ว่า     4( 2x  + 2y ) = 25 + 10x + 2x  

เพราะฉะน้ัน  

3 2x  + 4 2y  – 10x – 25 = 0 จะเป็นสมการที่ต้องการ 

 

3. จาก              r = 
θ+θ sin2cos3

6  

จะได้ว่า   3r cos θ + 2r sin θ = 6 

เพราะฉะน้ัน 3x + 2y = 6 จะเป็นสมการที่ต้องการ       
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กราฟของสมการในระบบพกิดัเชิงขั้ว 

1. r = k มีกราฟเป็นวงกลมรัศมี k มีจุดศนูย์กลางอยู่ที่ (0, 0)  

ตวัอย่างเช่น กราฟของ r = 3 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.7 

2. θ = 0θ  มีกราฟเป็นเส้นตรงที่ทาํมุม 0θ  กบัแกนเชิงขั้ว  

ตวัอย่างเช่น กราฟของ θ = 6
π  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.8 
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3. r = 2k sin θ เมื่อ 0 ≤ θ ≤ π  

  มีกราฟเป็นวงกลมจุดศนูย์กลางอยู่ที่ (k, 2
π) รัศมี k 

 r = 2k cos θ เมื่อ 0 ≤ θ ≤ π  

  มีกราฟเป็นวงกลมจุดศนูย์กลางอยู่ที่ (k, 0) รัศมี k 

 ตวัอย่างเช่น กราฟของ r = 6 sin θ และ r = 8 cos θ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.9 
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4. r = a + b sin θ และ r = a + b cos θ เมื่อ 0 ≤ θ ≤ 2π  

ถ้า | a | = | b | แล้ว กราฟผ่านขั้ว  
         และเราเรียกกราฟน้ีว่า คารดิ์ออยด ์(cardioid) 

ถ้า | a | ≠ | b | เราเรียกกราฟน้ีว่า ลีมาซอง (limacon) 

ถ้า | a | > | b | แล้ว กราฟไม่ผ่านขั้ว 
ถ้า | a | < | b | แล้ว กราฟผ่านขั้วและมีวงวน(loop)อยู่ภายใน 

ตวัอย่าง กราฟของ r = 4 + 4 sin θ, r = 2 + 4 sin θ  

และ r = 4 + 3 sin θ 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.10 

 ตวัอย่างเช่น กราฟของ r = 4 + 4 cos θ, r = 2 + 4 cos θ 

และ r = 4 + 3 cos θ 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.11 
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5. r = k sin 2nθ, r = k cos 2nθ 

เมื่อ 0 ≤ θ ≤ 2π มีกราฟเป็นกลีบกุหลาบ 4n กลีบ 

 r = k sin((2n + 1)θ), r = k cos((2n + 1)θ)  

เมื่อ 0 ≤ θ ≤ 2π มีกราฟเป็นกลีบกุหลาบ 2n + 1 กลีบ 

ตวัอย่าง  กราฟของ r = 4 sin 2θ, r = 4 sin 3θ 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.12 

 ตวัอย่างเช่น กราฟของ r = 4 cos 2θ, r = 4 cos 3θ 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.13 
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การหาพื้ นทีอ่าณาบริเวณในระบบพกิดัเชิงขั้ว 

ให้ R เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย ฟังกชั์นต่อเน่ือง r = f(θ)  

และ เส้นตรง θ = α และ θ = β เมื่อ r ≥ 0  

แบ่ง [α, β] ออกเป็น n ช่วงย่อย 

ด้วยจุด         0θ , 1θ , 2θ , ... , nθ   

โดยที่     α = 0θ  < 1θ  < 2θ  < ... < nθ  = β  

 

 

 

 

 

 

  รูปที ่5.3.14           รูปที ่5.3.15 

สาํหรับ i = 1, 2, ... , n 

ให้ iR  เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย θ = 1i−θ  และ θ = iθ   

และเส้นโค้ง r = f(θ) 

ให้     1iP −     มีพิกดัเป็น (f( 1i−θ ), 1i−θ )  

และ    iP      มีพิกดัเป็น (f( iθ ), iθ ) 

     *
iθ      มีค่าอยู่ระหว่าง θ = 1i−θ  และ θ = iθ   

     *
iP      มีพิกดัเป็น (f( *

iθ ), *
iθ ) 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

56

 

 

 

 

 

ให้ วงกลมรัศมี O *
iP   

          ตดัเส้นตรง θ = 1i−θ     ที่จุด 1iQ −   

และ        ตดัเส้นตรง θ = iθ      ที่จุด iQ  

เพราะฉะน้ัน     1iQ −    มีพิกดัเป็น (f( *
iθ ), 1i−θ )  

และ         iQ     มีพิกดัเป็น (f( *
iθ ), iθ ) 

จะได้ว่า สาํหรับ i = 1, 2, ... , n 

     iR     ≈ พ้ืนที่เซกเตอร์ 1iiQOQ −   

         = 2
1(f( *

iθ ))2( iθ  – 1i−θ ) 

เพราะฉะน้ัน     R  = ∑
=

n

1i
iR  

         ≈ ∑
=

n

1  i 2
1(f( *

iθ ))2( iθ  – 1i−θ ) 

เพราะว่า r = f(θ) เป็นฟังกชั์นต่อเน่ือง  

เพราะฉะน้ัน 
∞→n

lim ∑
=

n

1  i 2
1(f( *

iθ ))2( iθ  – 1i−θ ) = ∫
β

α
2
1 2r dθ 

เพราะฉะน้ัน พ้ืนที่ R = 2
1 ∫
β

α

2r dθ 
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ตวัอย่าง 5.3.5 จงหาพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วย 

เส้นโค้ง r = 4 + 3 sin θ บนช่วง [0, 2π] 

วิธีทํา 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.16 

พ้ืนที่  = 2
1 ∫

π2

0

2r dθ 

  = 2
1 ∫

π2

0
(4 + 3 sin θ)2 dθ 

  = 2
1 ∫

π2

0
(16 + 24 sin θ + 9 2sin θ) dθ 

  = ∫
π2

0
8 dθ + 12 ∫

π2

0
sin θ dθ + 2

9 ∫
π2

0

2sin θ dθ 

  = 8[θ] 0
2

=θ
π=θ  + 12[–cos θ] 0

2
=θ

π=θ  + 2
9 ∫

π2

0
2

2cos1 θ−  dθ 

  = 16π + 12(–1 + 1) + 4
9 [θ – 

2
2sin θ ] 0

2
=θ

π=θ  

  = 16π + 4
9(2π) 

  = 
2
41π ตารางหน่วย                     
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ตวัอย่าง 5.3.6 จงหาพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้น

โค้ง r = 4 cos θ บนช่วง [ 6
π , 3

π ] 

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.17 

พ้ืนที่     = 2
1 ∫

π

π

3

6

2r dθ       = ∫

π

π

3

6

2
1(16 2cos θ) dθ 

       = 8 ∫

π

π

3

6

2cos θ dθ    = 8 ∫

π

π

3

6

2
2cos1 θ+  dθ 

       = 4[θ + 
2
2sin θ ]

6

3
π=θ

π=θ
 

       = 4[( 3
π  + 2

1(
2
3)) – ( 6

π  + 2
1(

2
3))] 

       = 
3

2π  ตารางหน่วย                
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การอินทิเกรตฟังกช์นัของสองตวัแปรในระบบพกิดัเชิงขั้ว 

 

ให้ f : D → R เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D  

เมื่อ D = {(r, θ) | a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}  

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.18 

เราจะแบ่งอาณาบริเวณ D ออกเป็นส่วนย่อย ๆ  

โดยกระทาํดงัน้ี  

แบ่ง [a, b] ออกเป็น m ช่วงย่อย 

ด้วยจุด        0r , 1r , 2r , ... , mr   

โดยที่     a = 0r  < 1r  < 2r  < ... < mr  = b 

และ แบ่ง [α, β] ออกเป็น n ช่วงย่อย 

ด้วยจุด        0θ , 1θ , 2θ , ... , nθ   

โดยที่     α = 0θ  < 1θ < 2θ  < ... < nθ  = β 
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ijD  = {(r, θ) | 1ir −  ≤ r ≤ ir , 1j−θ  ≤ θ ≤ jθ }  

เมื่อ i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n  

ดงัแสดงในรปูที่ 5.3.19 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.19              รูปที ่5.3.20 

ให้ ( ijx , ijy ) เป็นจุดใด ๆ ใน ijD   

จะได้ว่า     ijx  = ijr cos ijθ   

และ       ijy  = ijr sin ijθ   

เมื่อ 1ir −  ≤ ijr  ≤ ir  และ 1j−θ  ≤ ijθ  ≤ jθ  

ผลบวกรีมันน์ mnS  = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ijx , ijy ) Δ ijA   

เมื่อ Δ ijA  เป็นพ้ืนที่ของอาณาบริเวณ ijD  
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Δ ijA     = 2
1 2

ir ( jθ  – 1j−θ ) – 2
1 2

1ir − ( jθ  – 1j−θ ) 

      = 2
1( 2

ir  – 2
1ir − )( jθ  – 1j−θ ) 

      = 2
1( ir  + 1ir − )( ir  – 1ir − )( jθ  – 1j−θ ) 

ถ้าเราเลือก ijr  = 2
1( ir  + 1ir − )  

ทุก i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n 

จะได้ว่า Δ ijA  = ijr ( ir  – 1ir − )( jθ  – 1j−θ ) 

เพราะฉะน้ัน  

mnS  = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ijr cos ijθ , ijr sin ijθ ) ijr ( ir  – 1ir − )( jθ  – 1j−θ ) 

เพราะว่า f เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน D  

เพราะฉะน้ัน ∫∫
D

f   = 

∞→
∞→

n
m
lim mnS   = ∫

β

α
∫
b

a
f(r cos θ, r sin θ) r 

drdθ 

และถ้าเราเขยีนผลบวกรีมันน์ในรปู 

mnS  = ∑
=

m

1  i
∑
=

n

1  j
f( ijr cos ijθ , ijr sin ijθ ) ijr ( jθ  – 1j−θ )( ir  – 1ir − ) 

เราจะได้ว่า     ∫∫
D

f    = ∫
b

a
∫
β

α

f(r cos θ, r sin θ) r dθdr 

กล่าวคอื   ∫∫
D

f(x, y) dA  = ∫
β

α
∫
b

a
f(r cos θ, r sin θ) r drdθ 

หรือ    ∫∫
D

f(x, y) dA   = ∫
b

a
∫
β

α
f(r cos θ, r sin θ) r dθdr 
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ตวัอย่าง 5.3.7 จงหาค่าของ ∫∫
D

22 yx1
1
++

 dA  

เมื่อ D เป็นอาณาบริเวณในจตภุาคที่หน่ึง 

ซ่ึงอยู่ระหว่างวงกลม 2x  + 2y  = 1 และ 2x  + 2y  = 4 

วิธีทํา รปูแสดงอาณาบริเวณ D คือรปูที่ 5.3.21 

 

 

2x  + 2y  = 1, 2x  + 2y  = 4  

จะได้ r = 1, r = 2 ตามลาํดบั 

D = {(r, θ) | 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2
π}   รูปที ่5.3.21 

∫∫
D

22 yx1
1
++

dA   = ∫

π
2

0
∫
2

1
2r1

1
+

r drdθ 

            = ∫

π
2

0
( 2

1 ∫
2

1
2r1

1
+

d(1 + 2r )) dθ 

            = 2
1 ∫

π
2

0
[ n(1 + 2r )] 1r

2r
=
=  dθ 

            = 2
1( n 5 – n 2) ∫

π
2

0
dθ 

            = 2
1 n(2

5)[θ]
0
2

=θ

π=θ
 

            = 4
π n(2

5)                
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ในกรณีทีอ่าณาบริเวณของการอินทิเกรตเป็นเซต S ใด ๆ ซ่ึง

เป็นเซตปิดและมีขอบเขต  

ถ้า f : S → R เป็นฟังกชั์นที่อนิทเิกรตได้บน S  

เราสามารถหาค่าของ ∫∫
S

f ได้โดยการสร้างเซต D  

ซ่ึงอยู่ในรปู D = {(r, θ) | a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β } 

ล้อมรอบอาณาบริเวณ S ดงัแสดงในรปูที่ 5.3.22 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.22 

และกาํหนดฟังกชั์น f~  บน D ดงัน้ี 

 f~(x, y) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈

S)y,x(         0   

S)y,x(    )y,x(f

      

    

เม่ือ

เม่ือ

 

เราจะได้ว่า ∫∫
S

f(x, y) dA = ∫∫
D

f~(x, y) dA 

 

การหาค่าของ ∫∫
S

f(x, y) dA  

โดยพจิารณาอาณาบริเวณ S เป็น 2 แบบ คือ 
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แบบที ่1. S = {(r, θ) | 1g (θ) ≤ r ≤ 2g (θ), α ≤ θ ≤ β}  

แสดงลักษณะของอาณาบริเวณ S ได้ดังรปูที่ 5.3.23 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.23 

สร้างเซต D = {(r, θ) | a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}  

ล้อมรอบอาณาบริเวณ S 

จะได้ว่า f~(x, y) = f~(r cos θ, r sin θ) 

         = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<θ
θ≤≤θθθ

θ<≤

br)(g                 0         
)(gr)(g   )sin r , cosf(r 

)(gra                  0         

2

21

1

      

     

     

เม่ือ

เม่ือ

เม่ือ

 

เพราะฉะน้ัน ∫∫
S

f(x, y) dA = ∫∫
D

f~(x, y) dA 

 = ∫
β

α
∫
b

a
f~(r cos θ, r sin θ) r drdθ 

 = ∫
β

α

[ ∫
θ)(

1
g

a
0 r dr + ∫

θ

θ

)(
2

g

)(
1

g
f(r cos θ, r sin θ) r dr + ∫

θ

b

)(
2

g
0 r dr] dθ 

 = ∫
β

α
∫
θ

θ

)(
2

g

)(
1

g
f(r cos θ, r sin θ) r drdθ 
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แบบที ่2. S = {(r, θ) | 1h ( r) ≤ θ ≤ 2h ( r), a ≤ r ≤ b}  

แสดงลักษณะของอาณาบริเวณ S ได้ดังรปูที่ 5.3.24 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.24 

 

∫∫
S

f(x, y) dA = ∫
b

a
∫

)r(2h

)r(1h
f(r cos θ, r sin θ) r dθdr 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

66

ตวัอย่าง 5.3.8 จงเขยีนอนิทกิรัล ∫
−

2

2
∫
−+

−−

2y  4  2

2y  4  2

f(x, y) dxdy  

ให้อยู่ในระบบพิกดัเชิงขั้ว พร้อมทั้งเขยีนรปูแสดงอาณาบริเวณ 

ของการอนิทเิกรต 

วิธีทํา  

S = {(x,y) | 2 – 2y4 −  ≤ x ≤ 2 + 2y4 − ,–2 ≤ y ≤ 2} 

จาก x = 2 ± 2y4 −   

จะได้ x – 2 = ± 2y4 −   

หรือ (x – 2)2 + 2y  = 4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.25 
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รูปที ่5.3.25 

สมการ    (x – 2)2 + 2y  = 4    ในระบบพิกดัเชิงขั้ว 

คือ       (x – 2)2 + 2y  = 4 

จะได้ว่า       2x  + 2y  – 4x = 0 

เพราะฉะน้ัน   2r  – 4r cos θ = 0 

                 r = 4 cos θ 

เพราะฉะน้ัน  

S = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 4 cos θ, – 2
π  ≤ θ ≤ 2

π} 

∫
−

2

2
∫
−+

−−

2y  4  2

2y  4  2

f(x, y)dxdy = ∫

π

π−

2

2 
∫
θcos4

0
f(rcos θ, rsin θ) rdrdθ 
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ตวัอย่าง 5.3.9 จงเขยีนอนิทกิรัล ∫
2

0
∫
3

x
f(x, y) dydx  

ให้อยู่ในระบบพิกดัเชิงขั้ว  

พร้อมทั้งเขยีนรปูแสดงอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต 

วิธีทํา S = {(x, y) | x ≤ y ≤ 3, 0 ≤ x ≤ 2} 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.26 

จากรปู แบ่งอาณาบริเวณ S ออกเป็น 2 ส่วน คอื 1S  และ 2S   

∫
2

0
∫
3

x
f(x, y) dydx = ∫∫

S
f(x, y) dA  

        = ∫∫
1S

f(x, y) dA + ∫∫
2S

f(x, y) dA    ... (1) 

เขยีนสมการเส้นตรง               y = x  

ในระบบพิกดัเชิงขั้วได้เป็น       r sin θ = r cos θ 

เพราะฉะน้ัน                  tan θ = 1 

น่ันคือ                    θ = 4
π  
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เขยีนสมการเส้นตรง          y = 3  

ในระบบพิกดัเชิงขั้วได้เป็น     r sin θ = 3 

หรือ                   r = 3 cosec θ 
 

เขยีนสมการเส้นตรง          x = 2  

ในระบบพิกดัเชิงขั้วได้เป็น    r cos θ = 2 

หรือ                   r = 2 sec θ 
 

หาจุดตัดระหว่าง  r = 3 cosec θ และ  r = 2 sec θ 

จะได้ว่า             3 cosec θ = 2 sec θ 

หรือ                 
θsin

3  = 
θcos

2  

หรือ                 tan θ = 2
3  

เพราะฉะน้ัน              θ = arctan 2
3  
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เพราะฉะน้ัน  

1S  = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 2 sec θ, 4
π  ≤ θ ≤ arctan 2

3} 

และ  

2S  = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 3 cosec θ, arctan 2
3  ≤ θ ≤ 2

π} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จาก (1) จะได้ว่า 

 ∫
2

0
∫
3

x
f(x, y) dydx  

= ∫
π

2
3 arctan

4

∫
θsec2

0
f(r cos θ, r sin θ) r drdθ 

   + ∫

π
2

2
3 arctan

∫
θ cosec 3

0
f(r cos θ, r sin θ) r drdθ     



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

71

ตวัอย่าง 5.3.10 จงเขยีนอนิทกิรัล ∫

π
2

0
∫
θsin2

0

3r sin 2θ drdθ  

ให้อยู่ในระบบพิกดัฉาก  

และเขยีนรปูแสดงอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต 

วิธีทํา S = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2
π} 

จาก             r  = 2 sin θ 

จะได้ว่า          2r   = 2r sin θ 

เพราะฉะน้ัน      2x  + 2y   = 2y  

หรือ       2x  + (y – 1)2  = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.27 

S = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2yy2 − , 0 ≤ y ≤ 2} 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

72

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.27 

S = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2yy2 − , 0 ≤ y ≤ 2} 

∫

π
2

0
∫
θsin2

0

3r  sin 2θ drdθ 

      = ∫

π
2

0
∫
θsin2

0
2 2r sin θ cos θ r drdθ 

      = ∫

π
2

0
∫
θsin2

0
2r cos θ r sin θ r drdθ 

      = ∫
2

0
∫
− 2y  y2

0
2xy dxdy                
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ตวัอย่าง 5.3.11 จงหาค่าของ ∫∫
S

sin( 2x  + 2y ) dA  

เมื่อ S เป็นอาณาบริเวณในจตภุาคที่หน่ึง  

ซ่ึงปิดล้อมด้วยวงกลม 2x  + 2y  = 4 เส้นตรง y = 0 และ y = x 

วิธีทํา  

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.28 

สมการวงกลม 2x  + 2y  = 4 ในระบบพิกดัเชิงขั้วคอื r = 2  

สมการเส้นตรง y = x ในระบบพิกดัเชิงขั้วคือ θ = 4
π  

∫∫
S

sin( 2x + 2y ) dA = ∫

π
4

0
∫
2

0
sin( 2r ) r drdθ 

  = 2
1 ∫

π
4

0
∫
2

0
sin( 2r ) d( 2r ) dθ = 2

1 ∫

π
4

0
[–cos( 2r )] 0r

2r
=
=

dθ 

  = 2
1(1 – cos 4) ∫

π
4

0
dθ    = 2

1(1 – cos 4)[θ]
0
4

=θ

π=θ
 

  = 8
π(1 – cos 4)                       
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ตวัอย่าง 5.3.12 จงหาค่าของ ∫
3

2
3

∫
−

−−

2x  9

2x  9
22 yx

1
+

 dydx 

วิธีทํา S = {(x, y) | – 2x9 −  ≤ y ≤ 2x9 − , 2
3  ≤ x ≤ 3} 

จาก y = ± 2x9 −  จะได้ว่า 2x  + 2y  = 9 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.29 

สมการวงกลม 2x  + 2y  = 9 ในระบบพิกดัเชิงขั้วคอื r = 3 

สมการเส้นตรง x = 2
3  ในระบบพิกดัเชิงขั้วคือ r = 2

3sec θ 

หาจุดตัดระหว่าง r = 3 และ r = 2
3sec θ จะได้ว่า 

           2
3 sec θ = 3 

หรือ          cos θ = 2
1  

เพราะฉะน้ัน            θ = – 3
π , 3

π  

เพราะฉะน้ัน S = {(r, θ) | 2
3 sec θ ≤ r ≤ 3, – 3

π  ≤ θ ≤ 3
π} 



บทที ่6 

อินทิกรลัของฟังกช์นัของสองตวัแปร 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

75

S = {(r, θ) | 
2
3 sec θ ≤ r ≤ 3, – 3

π  ≤ θ ≤ 3
π} 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
3

2
3

∫
−

−−

2x  9

2x  9
22 yx

1
+

 dydx     = ∫

π

π−

3

3 
∫
θ

3

sec 2
3 r

1 r drdθ 

 = ∫

π

π−

3

3 

[ r ] θ=
=

sec
2
3r
3r

 dθ      = ∫

π

π−

3

3 

(3 – 2
3 sec θ) dθ 

 = [3θ – 2
3 n | sec θ + tan θ | ]

3
 

3
π−=θ

π=θ
 

 = (π – 2
3 n | 2 + 3 | ) – (–π – 2

3 n | 2 – 3 | ) 

 = 2π – 2
3 n (2 + 3) + 2

3 n(2 – 3) 

 = 2π + 2
3 n(7 – 4 3)                   
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ตวัอย่าง 5.3.13 จงหาพ้ืนที่ของอาณาบริเวณในจตภุาคที่หน่ึง

ซ่ึงอยู่ภายในวงกลม 2x  + 2y  = 1 และ วงกลม 2x  + 2y  = 2y 

วิธีทํา จาก 2x  + 2y  = 2y จะได้ 2x  + (y – 1)2 = 1 

เราสามารถเขยีนรปูแสดงอาณาบริเวณของการอนิทเิกรตได้ดัง

บริเวณที่แรเงาในรปูที่ 5.3.30 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.30 

จากรปูเราต้องแบ่งอาณาบริเวณของการอนิทเิกรต 

ออกเป็น 2 ส่วน คือ 1S  และ 2S  

วงกลม 2x  + 2y  = 1   ในระบบพิกดัเชิงขั้วคอื r = 1 

วงกลม 2x  + 2y  = 2y  ในระบบพิกดัเชิงขั้วคอื r = 2 sin θ 
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หาจุดตดัระหว่าง r = 1 และ r = 2 sin θ 

จะได้ว่า      2 sin θ = 1 

หรือ           sin θ = 2
1  

เพราะฉะน้ัน       θ = 6
π  

เพราะฉะน้ัน   1S  = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ 6
π} 

        2S  ={(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 1, 6
π  ≤ θ ≤ 2

π} 

พ้ืนที่  = ∫∫
1S

dA + ∫∫
2S

dA  = ∫

π
6

0
∫
θsin2

0
r drdθ + ∫

π

π

2

6

∫
1

0
r drdθ 

    = ∫

π
6

0
[

2
r2 ] 0r

sin2r
=

θ=  dθ + ∫

π

π

2

6

[
2
r2

] 0r
1r

=
=  dθ 

    = ∫

π
6

0
2 2sin θ dθ + ∫

π

π

2

6

2
1  dθ 

    = ∫

π
6

0
(1 – cos 2θ) dθ + 2

1 [ θ ]

6

2
π=θ

π=θ
 

    = [θ – 2
1 sin 2θ] 0

6
=θ

π=θ
 + 2

1( 2
π  – 6

π) 

    = ( 6
π  – 

4
3) + 6

π  

    = 3
π  – 

4
3  ตารางหน่วย                 
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ตวัอย่าง 5.3.14 จงหาปริมาตรของรปูทรงตนัเหนือระนาบ XY  

ซ่ึงล้อมรอบด้านข้างด้วยพ้ืนผวิ 2x  + 2y  – 2x = 0  

และส่วนบนปิดด้วยพ้ืนผวิ z = 22 yx4 −−  

วิธีทํา 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.31 (ก) 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.3.31 (ข) 

รปูทรงตนัน้ีอยู่บนอาณาบริเวณ S ซ่ึงปิดล้อมด้วย 

วงกลม 2x  + 2y  – 2x = 0 ดงัแสดงในรปูที่ 5.3.31 (ข) 
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เขยีนสมการวงกลม        2x  + 2y  – 2x  = 0  

ในระบบพิกดัเชิงขั้วได้เป็น            r  = 2 cos θ 

เพราะฉะน้ัน S = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 2 cos θ, – 2
π  ≤ θ ≤ 2

π} 

ปริมาตร = ∫∫
S

22 yx4 −−  dA 

 = ∫

π

π−

2

2 
∫
θcos2

0

2r4 −  r drdθ 

 = – 2
1 ∫

π

π−

2

2 
∫
θcos2

0
(4 – 2r ) 2

1
d(4 – 2r ) dθ 

 = – 2
1 ∫

π

π−

2

2 

[ 3
2(4 – 2r ) 2

3
] 0r

cos2r
=

θ=  dθ 

 = –3
1 ∫

π

π−

2

2 

[(4 – 4 2cos θ) 2
3
 – 4 2

3
] dθ 

 = –3
1 ∫

π

π−

2

2 

[(4 2sin θ) 2
3
 – 8] dθ 

 = –3
1 ∫

π

π−

2

2 

(8 | sin θ |3 – 8) dθ 
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 = –3
8 ∫

π

π−

2

2 

| sin θ |3 dθ + 3
8 ∫

π

π−

2

2 

dθ 

 = –3
8 [ ∫

π−

0
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