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ตวัอย่างของสมการเชิงอนุพันธ ์ 
    

dx
dy  = 2xy 

    2

2

dx
yd  – 3

dx
dy  + 2y = 0 

    (y′)2 = 5x 2)y(1 ′+  

    3

3

dx
yd  – x

dx
dy  + 2x y = x3e  

 

บทนยิาม 6.1 อนัดบั ของสมการเชิงอนุพันธ ์คือ อนัดบัสงูสดุ
ของอนุพันธท์ี่ปรากฏในสมการน้ัน 
 

บทนยิาม 6.2 ถ้าเราสามารถจัดรปูของสมการเชิงอนุพันธ ์โดย
ทาํให้อนุพันธอ์นัดบัต่างๆ ในสมการน้ันมีกาํลังเป็นจาํนวนเตม็
บวกแล้ว เราจะเรียกกาํลังสงูสดุของอนุพันธอ์นัดบัสงูสดุที่
ปรากฏในสมการว่า ดีกรี ของสมการเชิงอนุพันธ ์
ตวัอย่าง 
1. 

dx
dy  = 2x                อนัดบัที่หน่ึง ดกีรีหน่ึง 

2. x 2

2

dx
yd  + 2y(

dx
dy )3 = 0        อนัดบัที่สอง ดกีรีหน่ึง 

3. xy( 2

2

dx
yd )4 – 2x ( 3

3

dx
yd )2 + 5 = 0  อนัดบัที่สาม ดกีรีสอง 
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4. 2xy  = y′ + 3 2)y(1 ′+  
จัดรปูใหม่ได้เป็น 2xy  – y′ = 3 2)y(1 ′+  
ยกกาํลังสามทั้งสองข้าง จะได้ (x 2y  – y′)3 = 1 + (y′)2 

3x 6y  – 3 2x 4y y′ + 3x 2y (y′)2 – (y′)3 = 1 + (y′)2 
เพราะฉะน้ัน x 2y  = y′ + 3 2)y(1 ′+  เป็นสมการเชิงอนุพันธ์
อนัดบัที่หน่ึง ดกีรีสาม 
 
5. 2')y(y1 ++  = 3 2'' )y(x  
ยกกาํลังหกทั้งสองข้าง จะได้ (1 + y + (y′)2)3 = (x(y′′)2)2 
(1 + y + (y′)2)3 = 2x (y′′)4 
เพราะฉะน้ัน 2)y(y1 ′++  = 3 2)y(x ′′   
เป็นสมการเชิงอนุพันธอ์นัดบัที่สอง ดกีรีสี่ 
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บทนยิาม 6.3 เราจะเรียกฟังกชั์นซ่ึงไม่เป็นฟังกชั์นของอนุพันธ ์
และสอดคล้องกบัสมการเชิงอนุพันธ ์
ที่กาํหนดให้ว่า ผลเฉลยของสมการ 
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอ์าจอยู่ในรปูของฟังกชั์นที่นิยาม
โดยชัดแจ้ง หรือฟังกชั์นที่นิยามโดยปริยาย  
เราเรียกผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธท์ี่มีค่าคงตวัไม่เจาะจงว่า 
ผลเฉลยทัว่ไป  
และเรียกผลเฉลยซ่ึงกาํหนดค่าคงตวัน้ันให้มีค่าที่แน่นอนว่า ผล
เฉลยเฉพาะ  
เช่น     xdx

dy  + y = 0 
      xy = c เป็นผลเฉลยทั่วไป 
      xy = 1 เป็นผลเฉลยเฉพาะ 
 
สมการเชิงอนุพนัธอ์นัดบัทีห่นึง่ ดีกรีหนึง่ 
         

dx
dy  = f(x, y) 

หรือ       M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 



บทที ่7 
สมการเชิงอนุพนัธเ์บื้ องตน้ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

5

6.1 สมการแยกตวัแปรได ้
สมการแยกตวัแปรได้ คือ สมการที่สามารถเขยีนได้ในรปู  
         F(x) dx + G(y) dy = 0 
การหาผลเฉลยของสมการแยกตวัแปรได้  
สามารถทาํได้โดยการอนิทเิกรตทลีะพจน์ กล่าวคือ 
จาก F(x) dx + G(y) dy = 0 
เราจะได้ว่า ∫ F(x) dx + ∫ G(y) dy = c  
เมื่อ c เป็นค่าคงตวั 
 
ตวัอย่าง 7.1.1  1. 5(1 – 2y ) dx – 2xy dy = 0 
วิธีทํา  จาก     5(1 – 2y ) dx – 2xy dy = 0 
จัดรปูใหม่ได้เป็น       x

5  dx – 
2y1

y2
−

 dy = 0 

เพราะฉะน้ัน       ∫ x
5  dx – ∫ 2y1

y2
−

 dy = 1c  

      5∫ x
1  dx + ∫ 2y1

1
−

 d(1 – 2y ) = 1c  

เพราะฉะน้ัน   5 n | x | + n | 1 – 2y  | = 2c  

              n | 5x (1 – 2y ) | = 2c  
เพราะฉะน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ  5x (1 – 2y ) = c       
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ตวัอย่าง 7.1.1  2. dx
dy  = 

1x
xyy3

2 +

−  

วิธีทํา จาก 
dx
dy  = 

1x
xyy3

2 +

−  

จัดรปูใหม่ได้เป็น      ( 2x  + 1) dy = (3y – xy) dx 
     ( 2x  + 1) dy – y(3 – x) dx = 0 
           y

1  dy – 
1x

x3
2 +
−  dx = 0 

เพราะฉะน้ัน  ∫ y
1  dy – ∫

1x
x3

2 +
−  dx = 1c  

จะได้ว่า  
       ∫ y

1  dy – ∫
1x

3
2 +

 dx + ∫
1x

x
2 +

 dx = 1c  

 ∫ y
1  dy – 3 ∫

1x
1

2 +
 dx + 2

1 ∫
1x

1
2 +

d( 2x  + 1) = 1c  

เพราะฉะน้ัน 

    n | y | – 3 arctan x + 2
1 n( 2x  + 1) = 2c  

    2 n | y | – 6 arctan x + n( 2x  + 1) = c 
เพราะฉะน้ัน  

ผลเฉลยทั่วไปคือ n( 2y ( 2x  + 1)) – 6 arctan x = c    
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ตวัอย่าง 7.1.2   1.  ( n y)2y′ = 2x y   เมื่อ y(2) = 1 

วิธีทํา 1. จาก         ( n y)2 y′ = 2x y 

จัดรปูใหม่ได้เป็น       ( n y)2 dy = 2x y dx 

          y
)y n( 2

 dy – 2x  dx = 0 

เพราะฉะน้ัน  ∫ y
)ny( 2

 dy – ∫ 2x  dx = 1c  

     ∫ ( n y)2d( n y) – ∫ 2x  dx = 1c  

เพราะฉะน้ัน        3
)y n( 3

 – 
3

x3  = 2c  

              ( n y)3 – 3x  = c       ... (1) 
จาก y(2) = 1 จะได้ว่า y = 1 เมื่อ x = 2 

โดยการแทนค่าใน (1) จะได้     ( n 1)3 – 32  = c 
เพราะฉะน้ัน                     c = –8 

ผลเฉลยเฉพาะคือ ( n y)3 – 3x  + 8 = 0           
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ตวัอย่าง 7.1.2 2.  4 xsin 2 dy+ ysec2 dx = 0 เม่ือ y( 2
π) = π 

วิธีทํา จาก         4 xsin 2  dy + ysec2  dx = 0 
จัดรปูใหม่ได้เป็น     

ysec
4
2

 dy + 
xsin

1
2

 dx = 0 

            4 ycos2  dy + xeccos 2  dx = 0 
เพราะฉะน้ัน ∫ 4 ycos2  dy + ∫ xeccos 2  dx = 1c  
     2∫ (1 + cos 2y) dy + ∫ xeccos 2  dx = 1c  
เพราะฉะน้ัน        2y + sin 2y – cot x = c    ... (2) 
จาก y( 2

π) = π  
จะได้ว่า y = π เมื่อ x = 2

π  
โดยการแทนค่าใน (2) จะได้ 2π + sin 2π – cot 2

π  = c 
เพราะฉะน้ัน c = 2π 
ผลเฉลยเฉพาะคือ 2y + sin 2y – cot x = 2π         



บทที ่7 
สมการเชิงอนุพนัธเ์บื้ องตน้ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

9

6.2 สมการเอกพนัธุ ์
บทนยิาม 7.2.1 f(x, y) เรียกว่า ฟังกช์นัเอกพนัธุ ์ดกีรี n  
ถ้า มีจาํนวนเตม็ n ที่ทาํให้ f(kx, ky) = nk f(x, y)  
สาํหรับทุก ๆ จาํนวนจริงบวก k 
ตวัอย่าง 
1. f(x, y) = 3x  + 4x 2y  
  สาํหรับจาํนวนจริงบวก k ใดๆ จะได้ว่า 
  f(kx, ky) = (kx)3 + 4(kx)(ky)2 = 3k 3x  + 4 3k x 2y   
        = 3k ( 3x  + 4x 2y ) = 3k f(x, y) 
  เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี 3 
 

2. g(x, y) = 
xy

y3x 22 −  
  สาํหรับจาํนวนจริงบวก k ใด ๆ จะได้ว่า  

  g(kx, ky) = )ky)(kx(
)ky(3)kx( 22 −  = 

xyk
)y3x(k

2

222 −  = 0k g(x, y) 

  เพราะฉะน้ัน g เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี 0 
 

3. h(x, y) = y
1 cos x

y  
  สาํหรับจาํนวนจริงบวก k ใดๆ จะได้ว่า  
  h(kx, ky) = 

ky
1  cos

kx
ky  = 1k− ( y

1  cos x
y) = 1k− h(x, y) 

  เพราะฉะน้ัน h เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี –1 
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บทนยิาม 7.2.2 สมการเชิงอนุพันธ ์ 
M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 
เป็น สมการเอกพนัธุ ์ 
ถ้า M(x, y) และ N(x, y) เป็นฟังกชั์นเอกพันธุท์ี่มีดกีรีเท่ากนั 
 
การหาผลเฉลยของสมการเอกพนัธุ ์ 
แทนค่า  y = vx 
จะได้   dx

dy  = v + xdx
dv  หรือ dy = v dx + x dv 

แทนค่าใน  M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 
แล้วหาผลเฉลยด้วยวธิแียกตวัแปร 
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ตวัอย่าง 7.2.1     1.   ( 2y  – 2x ) dx + xy dy = 0 
วิธีทํา 1. ในที่น้ี M(x, y) = 2y  – 2x  และ N(x, y) = xy 
สาํหรับจาํนวนจริงบวก k ใดๆ จะได้ว่า  
     M(kx, ky) = (ky)2 – (kx)2 = 2k M(x, y) 
และ    N(kx, ky) = (kx)(ky) = 2k N(x, y) 
เพราะฉะน้ัน M(x, y) และ N(x, y)  
เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี 2 
แสดงว่า สมการเชิงอนุพันธน้ี์เป็นสมการเอกพันธุ ์ 
ให้ y = vx จะได้ว่า dy = v dx + x dv 
เพราะฉะน้ัน  ( 2v 2x  – 2x ) dx + x(vx)(v dx + xdv) = 0 
         ( 2v 2x  – 2x ) dx + 2v 2x  dx + v 3x dv = 0 
จะได้ว่า            2x (2 2v  – 1) dx + v 3x dv = 0 
                    x

1  dx + 
1v2

v
2 −

dv = 0 

เพราะฉะน้ัน     ∫ x
1  dx + 4

1 ∫
1v2

1
2 −

d(2 2v  – 1) = 1c  

               n | x | + 4
1 n | 2 2v  – 1 | = 2c  

                   n | 4x (2 2v  – 1) | = 3c  
                      4x (2 2v  – 1) = c 

                      4x (
2

2

x
y2  – 1) = c 

เพราะฉะน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ 2x (2 2y  – 2x ) = c       
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ตวัอย่าง 7.2.1    2.   xdx
dy  – y = x cos x

y  
วิธีทํา จัดรปูใหม่ได้เป็น x dy – (y + x cos x

y) dx = 0 
ในที่น้ี    M(x, y) = –y – x cos x

y    และ   N(x, y) = x 
สาํหรับจาํนวนจริงบวก k ใดๆ จะได้ว่า  
     M(kx, ky) = –ky – kx cos

kx
ky  = k M(x, y)  

และ    N(kx, ky) = kx = k N(x, y) 
เพราะฉะน้ัน M(x, y), N(x, y) เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี 1 
แสดงว่า สมการเชิงอนุพันธน้ี์เป็นสมการเอกพันธุ ์ 
ให้ y = vx จะได้ว่า dy = v dx + x dv 
เพราะฉะน้ัน  x(v dx + x dv) – (vx + x cos

x
vx ) dx = 0 

          vx dx + 2x dv – (vx + x cos v) dx = 0 
จะได้ว่า                sec v dv – x

1  dx = 0 
เพราะฉะน้ัน           ∫ sec v dv – ∫ x

1  dx = 1c  

            n | sec v + tan v | – n | x | = 2c  

                  n | 
x

vtanvsec +  | = 2c  
                       

x
vtanvsec +  = c 

                     
x

x
y tan   

x
y sec +

 = c 
เพราะฉะน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ sec x

y  + tan x
y  = cx     
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ตวัอย่าง 7.2.2   xyy′ = 2x x
y

e
−  + 2y  เมื่อ y(1) = 0 ... (1) 

วิธีทํา จัดรปูเป็น     ( 2x x
y

e
−  + 2y ) dx – xy dy = 0  

ในที่น้ี M(x, y) = 2x x
y

e
−  + 2y  และ N(x, y) = –xy  

จะได้ว่า M(x, y) และ N(x, y) เป็นฟังกชั์นเอกพันธุ ์ดกีรี 2  
แสดงว่า (10 เป็นสมการเอกพันธุ ์
ให้ y = vx จะได้ว่า dy = v dx + x dv 
เพราะฉะน้ัน ( 2x ve−  + 2v 2x ) dx – v 2x (v dx + x dv) = 0 
        ( 2x ve−  + 2v 2x ) dx – 2v 2x  dx – v 3x dv = 0 
จะได้ว่า                   x

1  dx – v ve dv = 0 
เพราะฉะน้ัน     ∫ x

1  dx – ∫ v ve dv = 1c  
           ∫ x

1  dx – ∫ v d ve  = 1c  

        n | x | – v ve  + ∫ ve dv = 2c  

           n | x | – v ve  + ve  = c 

เพราะฉะน้ัน   n | x | + x
y

e (1 – x
y) = c 

จาก y(1) = 0 จะได้ว่า y = 0 เมื่อ x = 1 

แทนค่า จะได้ n 1 + 0e (1 – 0) = c เพราะฉะน้ัน c = 1 

ผลเฉลยเฉพาะคือ  n | x | + x
y

e (1 – x
y) = 1        
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6.3 สมการแม่นตรง 
บทนยิาม 7.3.1 M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0  
เป็น สมการแม่นตรง กต่็อเม่ือ มีฟังกชั์น F(x, y) ที่ทาํให้  
     dF(x, y) = M(x, y) dx + N(x, y) dy 
 

สาํหรับสมการแม่นตรง M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 
เราอาจเขยีนสมการได้เป็น dF(x, y) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ F(x, y) = c 
 

ตวัอย่าง           x dy + y dx = 0 
จะได้ว่า            d(xy) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ   xy = c 
 
ถ้า M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 เป็นสมการแม่นตรง  
แล้วจะมีฟังกชั์น F(x, y) ที่ทาํให้ 
    dF(x, y) = M(x, y) dx + N(x, y) dy      ... (1) 
 
ถ้า M, N, 

y
M
∂
∂  และ 

x
N
∂
∂  เป็นฟังกชั์นต่อเน่ือง 

และ 
y
M
∂
∂ (x, y) = 

x
N
∂
∂ (x, y) 

แล้ว M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 เป็นสมการแม่นตรง  
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กาํหนดให้ 
y
M
∂
∂ (x, y) = 

x
N
∂
∂ (x, y) 

การหา F(x, y) ที่ทาํให้ dF(x, y) = M(x, y) dx + N(x, y) dy 
 

แบบที ่1. 
ขั้นที ่1. F(x, y) = ∫ N(x, y) dy + C(x) 
ขั้นที ่2. ใช้เงื่อนไข 

x
F
∂
∂ (x, y) = M(x, y) หา C′(x) 

ขั้นที ่3. C(x) = ∫ C′(x) dx 
     จะได้   F(x, y) = k เป็นผลเฉลย 
 

แบบที ่2. 
ขั้นที ่1. F(x, y) = ∫ M(x, y) dx + C(y) 
ขั้นที ่2. ใช้เงื่อนไข y

F
∂
∂ (x, y) = N(x, y) หา C′(y) 

ขั้นที ่3. C(y) = ∫ C′(y) dy 
     จะได้   F(x, y) = k เป็นผลเฉลย 
 

แบบที ่3. ใชอ้นุพนัธเ์ชิงรวม 
โดยการจัดรปู M(x, y) dx + N(x, y) dy ให้อยู่ในรปู dF(x, y) 
ตวัอย่าง 
สมการ           y xye  dx + x xye dy = 0 
จัดรปูได้เป็น              d( xye ) = 0 
ผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ        xye  = c 

บทที ่7 
สมการเชิงอนุพนัธเ์บื้ องตน้ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

16

ตวัอย่าง 7.3.1  
(2x 3y  – y xe− ) dx + (3 2x 2y  + xe−  – 4) dy = 0   ... (1) 
วิธีทํา    M(x, y) = 2x 3y  – y xe−  
      N(x, y) = 3 2x 2y  + xe−  – 4 
จะได้ว่า   

y
M
∂
∂ (x, y) = 6x 2y  – xe−   

และ     
x
N
∂
∂ (x, y) = 6x 2y  – xe−  

ดงัน้ัน    
y
M
∂
∂ (x, y) = 

x
N
∂
∂ (x, y) 

แสดงว่า สมการ (1) เป็นสมการแม่นตรง 
จาก     

x
F
∂
∂ (x, y) = M(x, y) = 2x 3y  – y xe−  

จะได้ว่า   F(x, y) = ∫ (2x 3y  – y xe− ) dx 
            = 2x 3y  + y xe−  + C(y)       ... (2) 
แต่ y

F
∂
∂ (x, y) = N(x, y) 

         = 3 2x 2y  + xe−  – 4 
ดงัน้ัน    3 2x 2y  + xe−  + C′(y) = 3 2x 2y  + xe−  – 4 
จะได้ว่า   C′(y) = –4 
เพราะฉะน้ัน C(y) = ∫ –4 dy = –4y + 1c  
แทน C(y) ใน (1) จะได้ว่า  
 F(x, y) = 2x 3y  + y xe−  – 4y + 1c  
ผลเฉลยทั่วไปคือ      2x 3y  + y xe−  – 4y = c       
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หมายเหตุ จากตวัอย่าง 7.3.1  
โดยอาศยัความรู้ เกี่ยวกบัค่าเชิงอนุพันธร์วมของฟังกชั์น  
สมการที่กาํหนดให้จัดรปูใหม่ได้เป็น 
(2x 3y dx + 3 2x 2y dy) + (–y xe− dx + xe− dy) – 4dy = 0 
จะได้ว่า      d( 2x 3y ) + d(y xe− ) – d(4y) = 0 
เพราะฉะน้ัน        d( 2x 3y  + y xe−  – 4y) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ   2x 3y  + y xe−  – 4y = c 
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ตวัอย่าง 7.3.2 
2

2

xy
yx +  dy – 

2x
4y −  dx = 0 เมื่อ y(–2) = 1 

วิธีทํา    M(x, y) = –
2x
4y −  และ   N(x, y) = 

2

2

xy
yx +  

จะได้ว่า   
y
M
∂
∂ (x, y) = – 2x

1  และ   
x
N
∂
∂ (x, y) = – 2x

1  

ดงัน้ัน 
y
M
∂
∂ (x, y) = 

x
N
∂
∂ (x, y) 

แสดงว่าสมการเชิงอนุพันธน้ี์เป็นสมการแม่นตรง 
F(x, y) = ∫ M dx = ∫ (– 2x

4y − )dx = –(y – 4)∫ 2x
1 dx 

   = –(y – 4)(– x
1 ) + C(y)  = x

y  – x
4  + C(y)    ... (1) 

แต่    
y
F
∂
∂ (x, y) = N(x, y) = 

2

2

xy
yx +  = 2y

1  + x
1   

และ    
y
F
∂
∂ (x, y) = x

1  + C′(y) 

ดงัน้ัน x
1  + C′(y) = 2y

1  + x
1  ซ่ึงจะได้ว่า C′(y) = 2y

1  

เพราะฉะน้ัน C(y) = ∫ 2y
1  dy = – y

1  + 1c  

แทน C(y) ใน (1) จะได้ว่า F(x, y) = x
y  – x

4  – y
1  + 1c  

ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ x
y  – x

4  – y
1  = c 

จาก y(–2) = 1 จะได้ว่า y = 1 เมื่อ x = –2  
โดยการแทนค่า จะได้ 

2
1
−

 – 
2

4
−

 – 1
1 = c เพราะฉะน้ัน c = 2

1  
ผลเฉลยเฉพาะคือ x

y  – x
4  – y

1  = 2
1               

บทที ่7 
สมการเชิงอนุพนัธเ์บื้ องตน้ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

19

หมายเหตุ จากตวัอย่าง 7.3.2 โดยอาศยัความรู้ เกี่ยวกบัค่าเชิง
อนุพันธร์วมของฟังกชั์น  
สมการที่กาํหนดให้จัดรปูใหม่ได้เป็น 
        2y

1  dy + x
1  dy – 2x

y  dx + 2x
4  dx = 0 

      2y
1  dy + (– 2x

y  dx + x
1  dy) + 2x

4  dx = 0 

จะได้ว่า         d(– y
1 ) + d( x

y) + d(– x
4 ) = 0 

เพราะฉะน้ัน           d(– y
1  + x

y  – x
4 ) = 0 

ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ       x
y  – x

4  – y
1  = c 

บทที ่7 
สมการเชิงอนุพนัธเ์บื้ องตน้ 

ภาคฤดูรอ้น ปีการศึกษา 2559 

20

ตวัประกอบอินทิเกรต 
ถ้า M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 ไม่เป็นสมการแม่นตรง  
แต่มีฟังกชั์น μ(x, y) ที่ทาํให้ 
 μ(x, y)(M(x, y) dx + N(x, y) dy) = 0 
เป็นสมการแม่นตรง  
เราจะเรียกฟังกชั์น μ(x, y) น้ีว่า ตวัประกอบอินทิเกรต 
ตวัอย่าง 
จากสมการ           2y dx + x dy = 0 
สมการน้ีไม่เป็นสมการแม่นตรง  
แต่           x(2y dx + x dy) = 0 
              2xy dx + 2x  dy = 0 
เป็นสมการแม่นตรง  
เพราะฉะน้ัน μ(x, y) = x 
เป็นตวัประกอบอนิทเิกรตของ 2y dx + x dy = 0 
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การหาตวัประกอบอินทิเกรต μ(x, y) 
ของ       M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 ... (*) 
กรณีที ่1. μ เป็นฟังกชั์นของตวัแปร x เพียงตวัเดยีว 
   ถ้า N

1 ( y
M
∂
∂  – 

x
N
∂
∂ ) เป็นฟังกชั์นของ x  

   แล้ว ให้ N
1 ( y

M
∂
∂  – 

x
N
∂
∂ ) = f(x) 

   μ = dx )x(fe∫  
 

กรณีที ่2. μ เป็นฟังกชั์นของตวัแปร y เพียงตวัเดยีว  
   ถ้า 

M
1 (

x
N
∂
∂  – y

M
∂
∂ ) เป็นฟังกชั์นของ y 

   แล้ว ให้ 
M
1 (

x
N
∂
∂  – y

M
∂
∂ ) = g(y) 

   μ = dy )y(ge∫  
 
สรุป 
1. ถ้า N

1 ( y
M
∂
∂  – 

x
N
∂
∂ ) = f(x) แล้ว μ = dx )x(fe∫  

2. ถ้า 
M
1 (

x
N
∂
∂  – y

M
∂
∂ ) = g(y) แล้ว μ = dx )x(fe∫  
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ตวัอย่าง 7.3.3   1.  (3x + 2 2y ) dx + 2xy dy = 0 
วิธีทํา   M(x, y) = 3x + 2 2y  และ   N(x, y) = 2xy 
     y

M
∂
∂  = 4y        และ   

x
N
∂
∂  = 2y 

N
1 ( y

M
∂
∂  – 

x
N
∂
∂ ) = 

xy2
1 (4y – 2y) = x

1  
ดงัน้ัน ตวัประกอบอนิทเิกรต  

คือ μ = dx x
1

e ∫  = | x | ne  = | x |  
คูณสมการที่กาํหนดให้ด้วย μ จะได้ว่า 
        x(3x + 2 2y ) dx + 2 2x y dy = 0 
จัดรปูโดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ ์
        3 2x  dx + 2x 2y  dx + 2 2x y dy = 0 
             d( 3x ) + d( 2x 2y ) = 0 
               d( 3x  + 2x 2y ) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ      3x  + 2x 2y  = c        
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ตวัอย่าง 7.3.3 2.  ( 2x  + 2y  + 1) dx + x(x – 2y) dy = 0 
วิธีทํา  M(x, y) = 2x  + 2y  + 1 และ N(x, y) = 2x  – 2xy 
    y

M
∂
∂  = 2y          และ 

x
N
∂
∂  = 2x – 2y 

N
1 ( y

M
∂
∂  – 

x
N
∂
∂ ) = 

xy2x
1

2 −
(2y – 2x + 2y)  

         = )y2x(x
)y2x(2

−
−−  = 

x
2−  

μ = dx x
2 

e
−∫  = | x | n 2e−  = )2(x ne

−  = 2x
1  

คูณสมการที่กาํหนดให้ด้วย μ จะได้ว่า 
      2x

1 ( 2x  + 2y  + 1) dx + x
1 (x – 2y) dy = 0 

       dx + 2

2

x
y  dx + 2x

1  dx + dy – 
x
y2  dy = 0 

เพราะฉะน้ัน       dx + dy – d( x
1 ) – d(

x
y2

) = 0 

                d(x + y – x
1  – 

x
y2

) = 0 

ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ      x + y – x
1  – 

x
y2

 = c     
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ตวัอย่าง 7.3.3  3.  (1 + x sin y)
dx
dy  + cos y = 0 

วิธีทํา จาก (1 + x sin y)
dx
dy  + cos y = 0 

จัดรปูใหม่ได้เป็น  
     cos y dx + (1 + x sin y) dy = 0       ... (1) 
     M(x, y) = cos y    และ N(x, y) = 1 + x sin y 
     y

M
∂
∂  = –sin y      และ 

x
N
∂
∂  = sin y 

เพราะว่า 
M
1 (

x
N
∂
∂  – y

M
∂
∂ ) = 

ycos
1 (sin y + sin y) = 2 tan y 

เพราะฉะน้ัน μ = dy ytan2 e ∫  = | |  ysec n 2e  = 2sec y 
คูณ (1) ด้วย μ จะได้ 
   2sec y cos y dx + 2sec y(1 + x sin y) dy = 0 
    sec y dx + 2sec y dy + x sin y 2sec y dy = 0 
   (sec y dx + x sec y tan y dy) + 2sec y dy = 0 
เพราะฉะน้ัน        d(x sec y) + d(tan y) = 0 
               d(x sec y + tan y) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไป คือ      x sec y + tan y = c      
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ตวัอย่าง 7.3.4  2y( 2x  – y + x) dx + ( 2x  – 2y) dy = 0  
เมื่อ y(0) = – 1 
วิธีทํา M(x, y) = 2 2x y – 2 2y  + 2xy,   N(x, y) = 2x  – 2y 

y
M
∂
∂  = 2 2x  – 4y + 2x,    

x
N
∂
∂  = 2x 

N
1 ( y

M
∂
∂ –

x
N
∂
∂ )=

y2x
1

2 −
(2 2x –4y + 2x–2x) =

y2x

)y2x(2
2

2

−

− = 2 

ตวัประกอบอนิทเิกรต μ = dx 2e ∫  = x2e  
คูณสมการที่กาํหนดให้ด้วย μ จะได้ว่า 
     2y x2e ( 2x  – y + x) dx + x2e ( 2x  – 2y) dy = 0 
 2 2x y x2e  dx – 2 2y x2e  dx + 2xy x2e  dx  
               + 2x x2e  dy – 2y x2e  dy = 0 
 (2 2x y x2e  dx + 2xy x2e  dx + 2x x2e  dy) 
             – (2 2y x2e  dx + 2y x2e  dy) = 0 
เพราะฉะน้ัน           d( 2x y x2e ) – d( 2y x2e ) = 0 
น่ันคือ              d( 2x y x2e  – 2y x2e ) = 0 
ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ       2x y x2e  – 2y x2e  = c 
จาก y(0) = –1 จะได้ว่า y = –1 เม่ือ x = 0 
โดยการแทนค่า จะได้ 0 – 1 = c เพราะฉะน้ัน c = –1 
ดงัน้ัน ผลเฉลยเฉพาะคือ   2x y x2e  – 2y x2e  + 1 = 0 
                 y x2e ( 2x  – y) + 1 = 0    
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6.4 สมการเชิงเสน้ 
สมการเชิงเส้น คือ สมการที่เขยีนได้ในรปู 
           

dx
dy  + P(x) y = Q(x)        ... (*) 

ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 
μ
1 (∫ μ Q(x) dx + c) 

เมื่อ μ = dx )x(Pe ∫  
 
ขั้นที ่1.  หา P(x), Q(x) 
ขั้นที ่2.  หา ∫ P(x) dx    (ไม่ต้องมีค่าคงตวั) 
ขั้นที ่3.  หา μ = dx )x(Pe ∫  
ขั้นที ่4.  หา ∫ μ Q(x) dx 
ขั้นที ่5.  หา y = 

μ
1 (∫ μ Q(x) dx + c) 
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ตวัอย่าง 7.4.1    1.   dx
dy  – 2xy = x 

วิธีทํา           P(x) = –2x และ Q(x) = x 
     ∫ P(x) dx = ∫ –2x dx = – 2x  
ตวัประกอบอนิทเิกรต μ = ∫ − dx x2 e  = 2xe−  

∫ μ Q(x) dx = ∫
2xe− x dx 

        = – 2
1 ∫

2xe− d(– 2x ) 

        = – 2
1 2xe−  

ผลเฉลยทั่วไปคือ  
y = 

μ
1 (∫ μ Q(x) dx + c) 

        = 
2xe

1
−

(– 2
1 2xe−  + c) 

        = 2xe (– 2
1 2xe−  + c) 

        = c 2xe  – 2
1                    
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ตวัอย่าง 7.4.1  2.  (y cot x – 2sec x) dx + dy = 0 
วิธีทํา จาก (y cot x – 2sec x) dx + dy = 0 
จัดรปู           

dx
dy  + y cot x = 2sec x     ... (1) 

           P(x) = cot x และ Q(x) = 2sec x 
ตวัประกอบอนิทเิกรต μ = ∫ dx xcot e  = | xsin | ne  = | sin x |  
ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 

μ
1 (∫ μ Q(x) dx + 1c ) 

      = 
xsin

1 (∫ sin x 2sec x dx + 1c ) 
      = 

xsin
1 (∫ 2cos−  x(sin x dx) + 1c ) 

      = 
xsin

1 (–∫ 2cos−  x d(cos x)) + 1c ) 

      = 
xsin

1 (–
1

xcos 1

−

−  + c) 
      = 

xsin
1 (

xcos
1  + c) 

      = 
xsin

1 (sec x + c)                  
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ตวัอย่าง 7.4.2 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ ์
 (xy + x + 3x ) dx – (1 + 2x ) dy = 0 เม่ือ y( 3) = 1 
วิธีทํา จัดรปู     dx

dy  – 
2x1

x
+

y = x        ... (1) 

P(x) = –
2x1

x
+

 และ Q(x) = x 

ตวัประกอบอนิทเิกรตคือ  

μ = 
dx  2x  1

x 

e
∫

+
−

 = )2x  1(n 2
1 

e
+−  = (1 + 2x ) 2

1 −  
ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 

μ
1 ( ∫ μ Q(x) dx + 1c ) 

     = (1 + 2x ) 2
1
(∫ (1 + 2x ) 2

1 − x dx + 1c ) 

     = (1 + 2x ) 2
1
( 2

1 ∫ (1 + 2x ) 2
1 − d(1 + 2x ) + 1c ) 

     = (1 + 2x ) 2
1
( 2

1(2(1 + 2x ) 2
1
) + c) 

     = 1 + 2x  + c 2x1+  
จาก y( 3) = 1 จะได้ว่า y = 1 เม่ือ x = 3  
โดยการแทนค่า จะได้ 1 = 1 + 3 + c 4   
เพราะฉะน้ัน       c = – 2

3  
ผลเฉลยเฉพาะคือ    y = 1 + 2x  – 2

3 2x1+          
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สมการแบรนู์ลลี  
สมการแบร์นูลลี เป็นสมการที่เขยีนได้ในรปู 
          

dx
dy  + P(x) y = Q(x) ny  เมื่อ n เป็นค่าคงตวั 

 

ในกรณทีี่ n = 0 สมการแบร์นูลลีจะอยู่ในรปู  
          

dx
dy  + P(x) y = Q(x)  

ซ่ึงเป็นสมการเชิงเส้น  
 

และในกรณทีี่ n = 1 สมการแบร์นูลลีจะอยู่ในรปู 
    

dx
dy  + P(x) y = Q(x) y 

    dx
dy  + (P(x) – Q(x)) y = 0    ซ่ึงเป็นสมการเชิงเส้น 

 

ต่อไปเราจะพิจารณากรณทีี่ n ≠ 0 และ n ≠ 1 
จาก     

dx
dy  + P(x) y = Q(x) ny           ... (1) 

สมมตใิห้ z = n1y −  
จะได้ว่า   

dx
dz  = (1 – n) ny−

dx
dy              ... (2) 

แทน (2) ใน (1) จะได้ 
n1

1
− dx

dz  + P(x) z = Q(x) 
ดงัน้ัน      

dx
dz  + (1 – n)P(x) z = (1 – n)Q(x)  

ซ่ึงเป็นสมการเชิงเส้น 
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ตวัอย่าง 7.4.3 (1 + 2x )dx
dy  + xy = 3x 3y  

วิธีทํา จัดรปู       3y− dx
dy  + 

2x1
x
+

2y−  = 
2

3

x1
x
+

 ... (1) 

ให้ z = 2y−  จะได้       
dx
dz  = –2 3y−

dx
dy        ... (2) 

แทน (2) ใน (1) จะได้   – 2
1

dx
dz  + 

2x1
x
+

 z = 
2

3

x1
x
+

 

              
dx
dz  – 

2x1
x2

+
 z = –

2

3

x1
x2
+

   ... (3) 

เป็นสมการเชิงเส้นมี P(x) = –
2x1

x2
+

 และ Q(x) = –
2

3

x1
x2
+

 

μ = ∫
+

− dx 2x  1
x2 

e  = 
)2x  1(d 2x  1

1  
e

+
+

∫−
 = )2x  1(ne +−  = 

2x1
1
+

 

ผลเฉลยทั่วไปของ (3) คือ z = 
μ
1 (∫ μ Q(x) dx + 1c ) 

 = (1 + 2x )(∫ (
2x1

1
+

)(–
2

3

x1
x2
+

) dx + 1c ) 

 = (1 + 2x )(–∫ 22
3

)x1(
x2

+
 dx + 1c ) 

 = (1 + 2x )(–2∫ (
2x1

x
+

 – 
22 )x1(

x
+

) dx + 1c ) 

 = (1 + 2x )(– n(1 + 2x ) – 
2x1

1
+

 + c) 

 = c(1 + 2x ) – (1 + 2x ) n(1 + 2x ) – 1 
แทนค่า z = 2y−  ผลเฉลยทั่วไปของ (1) คือ  

 2y
1  + (1 + 2x ) n(1 + 2x ) + 1 = c(1 + 2x )      
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ตวัอย่าง 7.4.4  dx
dy  + x2

y  = 3y
x  เมื่อ y(1) = 2 

วิธีทํา จัดรปู        3y
dx
dy  + 

x2
1 4y  = x       ... (1) 

ให้ z = 4y  จะได้ว่า           
dx
dz  = 4 3y dx

dy    ... (2) 
แทน (2) ใน (1) จะได้    4

1
dx
dz  + 

x2
1  z = x 

                  
dx
dz  + x

2  z = 4x      ... (3) 
เป็นสมการเชิงเส้น มี P(x) = x

2  และ Q(x) =4x 

μ = dx  x
2

e ∫ = | x | n 2e  = 2x  
ผลเฉลยทั่วไปของ (3) คือ z = 

μ
1 (∫ μ Q(x) dx + 1c ) 

        = 2x
1 (∫ 2x (4x) dx + 1c ) 

        = 2x
1 ( 4x  + c) 

แทนค่า z = 4y  ดงัน้ัน ผลเฉลยทั่วไปคือ  2x 4y  = 4x  + c 
จาก y(1) = 2 จะได้ว่า y = 2 เมื่อ x = 1 
โดยการแทนค่า จะได้ 16 = 1 + c  
เพราะฉะน้ัน c = 15  
ผลเฉลยเฉพาะคือ 2x 4y  = 4x  + 15              
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การหาผลเฉลยสมการเชิงเสน้อนัดบัทีส่อง ดีกรีหนึง่ 
สมการเชิงเส้นอนัดบัที่สอง ดกีรีหน่ึง คอืสมการในรปูแบบ 
        a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = d(x) 
เมื่อ a(x), b(x), c(x), d(x) เป็นฟังกชั์นของตวัแปร x 
ตวัอย่างเช่น    2x y′′ + 2xy′ + 4y = 0 
         4x y′′ + 3xy′ – 2y = 0 
         2y′′ – 3y′ + y = 0 
 

ในหัวข้อน้ี เราจะศกึษาการหาผลเฉลยกรณ ี
        ay′′ + by′ + cy = 0 
เมื่อ a, b, c เป็นจาํนวนจริง และ a ≠ 0 
สมการพหุนาม a 2r  + br + c = 0  
เรียกว่า สมการช่วย ของสมการ ay′′ + by′ + cy = 0 
ตวัอย่างเช่น 
     สมการเชิงเสน้       สมการช่วย 
     y′′ + 2y′ + 4y = 0     2r  + 2r + 4 = 0 
     y′′ + y′ – 2y = 0     2r  + r – 2 = 0 
     2y′′ – 3y′ + y = 0     2 2r  – 3r + 1 = 0 
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การหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ   ay′′ + by′ + cy = 0 ... (1) 
กาํหนดให้ r = m เป็นรากของสมการ a 2r  + br + c = 0 
เพราะฉะน้ัน a 2m  + bm + c = 0 
เพราะว่า a( mxe )′′ + b( mxe )′ + c( mxe )  
     = a 2m mxe  + bm mxe  + c mxe  
     = (a 2m  + bm + c) mxe  
     = 0 
เพราะฉะน้ัน y = mxe  เป็นผลเฉลยของสมการ (1) 
ในทาํนองเดยีวกนั y = k mxe   
เมื่อ k เป็นค่าคงตวั เป็นผลเฉลยของสมการ (1) ด้วย 
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หมายเหตุ การหาผลเฉลยทั่วไปของ ay′′ + by′ + cy = 0 
กรณทีี่ r = m มีภาวะรากซํา้ 2  
เพราะฉะน้ัน a 2r  + br + c = a(r – m)2 = a 2r  – 2amr + a 2m  
เพราะฉะน้ัน  
ay′′ + by′ + cy = ay′′ – 2amy′ + a 2m y 
แทนค่า y = x mxe  
a(x mxe )′′ + b(x mxe )′ + cx mxe  
= a( mxe  + mx mxe )′ – 2am( mxe  + mx mxe ) + a 2m mxe  
= a(m mxe +m mxe + 2m x mxe )–2am( mxe + mx mxe )+a 2m mxe  
= a(2m mxe + 2m x mxe ) – 2am( mxe + mx mxe )+a 2m mxe  
= 0 
เพราะฉะน้ัน y = x mxe  เป็นผลเฉลยของสมการ (1) 
ในทาํนองเดยีวกนั y = 2k x mxe   
เมื่อ 2k  เป็นค่าคงตวั เป็นผลเฉลยของสมการ (1) ด้วย 
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รากของสมการช่วย a 2r  + br + c = 0  
ช่วยในการหาผลเฉลยของสมการ ay′′ + by′ + cy = 0  
ได้ดงัข้อสรปุต่อไปน้ี 
 

กรณีที ่1. รากของสมการช่วยเป็นจาํนวนจริง 2 จาํนวน  
ซ่ึงมค่ีาต่างกนั คือ 1m  และ 2m  
ผลเฉลยทั่วไปคือ    y = 1k x1me  + 2k x2me   
เมื่อ 1k , 2k  เป็นค่าคงตวั 
 

กรณีที ่2. รากของสมการช่วยเป็นจาํนวนจริง 2 จาํนวน 
ซ่ึงมค่ีาซํา้กนั คอื m 
ผลเฉลยทั่วไปคือ    y = 1k mxe  + 2k x mxe   
เมื่อ 1k , 2k  เป็นค่าคงตวั 
 

กรณีที ่3. รากของสมการช่วยเป็นจาํนวนเชิงซ้อน 2 จาํนวน  
คือ 1m  = p + qi และ 2m  = p – qi  
เพราะฉะน้ันผลเฉลยทั่วไปคือ  
            y = pxe ( 1K cos qx + 2K  sin qx)  
เมื่อ 1K , 2K  เป็นค่าคงตวั 
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หมายเหตุ การพสูิจนก์รณีที ่3. 
กรณีที ่3. รากของสมการช่วยเป็นจาํนวนเชิงซ้อน 2 จาํนวน  
คือ 1m  = p + qi และ 2m  = p – qi  
ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k x1me  + 2k x2me   
เพราะฉะน้ัน 1k x1me  + 2k x2me   
  = 1k x)qip(e +  + 2k x)qip(e −   
  = 1k pxe qxie  + 2k pxe qxie−  
  = 1k pxe (cos qx + i sin qx) + 2k pxe (cos qx – i sin qx)  
       (เพราะว่า tie  = cos t + i sin t) 
  = pxe (( 1k  + 2k )cos qx + ( 1k i – 2k i)sin qx) 
  = pxe ( 1K cos qx + 2K sin qx)  
เมื่อ 1K  = 1k  + 2k  และ 2K  = 1k i – 2k i 
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ตวัอย่าง 7.4.5  y′′ – 7y′ + 12y = 0  
วิธีทํา สมการช่วยคือ    2r  – 7r + 12 = 0 
              (r – 4)(r – 3) = 0 
                      r = 3, 4 
ผลเฉลยทั่วไปคือ        y = 1k x3e  + 2k x4e   
เมื่อ 1k , 2k  เป็นค่าคงตวั                   
 

ตวัอย่าง 7.4.6 y′′ + 4y′ + 4y= 0  
วิธีทํา สมการช่วยคือ    2r  + 4r + 4 = 0 
                (r + 2)2 = 0 
รากสมการช่วยเป็นจาํนวนจริง 2 จาํนวน มค่ีาซํา้กนั คือ r = –2 
ผลเฉลยทั่วไปคือ       y = 1k x2e−  + 2k x x2e−   
เมื่อ 1k , 2k  เป็นค่าคงตวั                    
 

ตวัอย่าง 7.4.7  y′′ – 2y′ + 4y = 0  
วิธีทํา สมการช่วยคือ 2r  – 2r + 4 = 0 มรีากเป็น 
   m = 2

)4)(1(442 −±   
    = 

2
122 −±   

    = 1 ± 3 i 
ผลเฉลยทั่วไปคือ     y = xe ( 1K cos 3x + 2K  sin 3x)  
เมื่อ 1K , 2K  เป็นค่าคงตวั                    
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ตวัอย่าง 7.4.8  
     y′′ – 4y = 0 เม่ือ y(0) = 1 และ y′(0) = 0 
วิธีทํา สมการช่วยคือ 2r  – 4 = 0 มีรากเป็น –2 และ 2 
ผลเฉลยทั่วไปคือ    y = 1k x2e−  + 2k x2e   
เมื่อ 1k , 2k  เป็นค่าคงตวั 
และจะได้ว่า       y′ = –2 1k x2e−  + 2 2k x2e  
เพราะว่า y(0) = 1 และ y′(0) = 0  
เพราะฉะน้ัน              1k  + 2k  = 1 
                –2 1k  + 2 2k  = 0 
เพราะฉะน้ัน 1k  = 2

1  และ 2k  = 2
1   

เพราะฉะน้ันผลเฉลยเฉพาะคือ y = 2
1 x2e−  + 2

1 x2e       
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ตวัอย่าง 7.4.9 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  
 4y′′ + 16y′ + 17y = 0 เมื่อ y(0) = 1 และ y′(0) = 0 
วิธีทํา สมการช่วยคือ 4 2r  + 16r + 17 = 0 

  r  = )4(2
)17)(4(41616 2 −±−   

   = 
8

i416 ±−   

   = –2 ± 2
1 i 

ผลเฉลยทั่วไปคือ y = x2e− ( 1K cos( 2
1x) + 2K sin( 2

1x))  
เมื่อ 1K , 2K  เป็นค่าคงตวั 
เพราะว่า y(0) = 1   เพราะฉะน้ัน 1K  = 1 
เพราะฉะน้ัน y = x2e− (cos( 2

1x) + 2K sin( 2
1x)) 

เพราะว่า    y′ = –2 x2e− (cos( 2
1x) + 2K sin( 2

1x))  
          + x2e− (– 2

1 sin( 2
1x) + 2

1
2K cos( 2

1x)) 
และ      y′(0) = 0 
เพราะฉะน้ัน       0 = –2 + 2

1
2K   

           2K  = 4 
ผลเฉลยเฉพาะคือ y = x2e− (cos( 2

1x) + 4 sin( 2
1x))    
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