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3.1 อนุพนัธข์องฟังกช์นัในทิศทางของเวกเตอร ์
      และเวกเตอรเ์กรเดียนต ์
P( 1x , 2x , ... , nx ) ซ่ึงเป็นสมาชิกของ nR   
มีความหมายได้ 2 แบบ คือ 
  P( 1x , 2x , ... , nx ) เป็นจุดใน nR   
หรือ  P( 1x , 2x , ... , nx ) เป็นเวกเตอร์ใน nR   
 

ในกรณทีี่ f : D  R เม่ือ D  nR   
เราจะใช้สญัลักษณแ์ทนค่าของฟังกชั์น f ที่จุด P ได้ทั้งสองแบบ 
คือ f(P) หรือ f(P

 ) ตามความเหมาะสม 
 

อนุพนัธข์องฟังกช์นัในทิศทางของเวกเตอร ์
ต่อไปเราจะให้ความหมายของอนุพันธข์องฟังกชั์นของหลายตัว
แปรซ่ึงเกี่ยวข้องกบัเวกเตอร์ใน nR  
ให้  f : D  R เม่ือ D  nR  
 A เป็นจุดภายในของ D 
 V

  เป็นเวกเตอร์ใน nR  
 L = {X = A + tV   t  R} เป็นเซตของจุดบนเส้นตรง 
ใน nR  ที่ผ่านจุด A และ ขนานกบั V

  
ให้ X = A + hV

  เม่ือ h เป็นจาํนวนจริงใด ๆ  
เพราะฉะน้ัน X เป็นจุดบนเส้นตรง L ที่ผ่านจุด A  
และขนานกบั V

  และ  X - A  =  h   V
     ... (1) 
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เพราะว่า A เป็นจุดภายในของ D  
เพราะฉะน้ันมีจาํนวนจริงบวก r ที่ทาํให้ B(A ; r)  D  
ถ้าเราเลือกให้ V

  เป็นเวกเตอร์หน่วย และ  
เลือก h ที่ทาํให้  h   r  
จาก (1) จะได้ว่า  X - A   r  
เพราะฉะน้ัน X  D และ f(X) มีค่า 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1.1 
จาก     X = A + hV

  
      f(X) = f(A + hV

 ) 
   f(X) - f(A) = f(A + hV

 ) - f(A) 
 h

)A(f)X(f   = h
)A(f)V hA(f 


 

 f(X) - f(A) เรียกว่าค่าที่เปล่ียนแปลงของ f จาก A ไปยัง X 

h
)A(f)X(f    เรียกว่าค่าเฉล่ียของค่าที่เปล่ียนแปลงของ f  

    จาก A ไปยัง X เทยีบกบัเวกเตอร์ V
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บทนิยาม 3.1.1 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
A เป็นจุดภายใน D และ V

  เป็นเวกเตอร์ใน nR  
ถ้า 

0h
lim
 h

)A(f)V hA(f 


 มีค่า  
แล้ว เราเรียกค่าลิมิตน้ีว่า อนุพนัธข์อง f ทีจุ่ด A เทียบกบั V

   
เขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์f (A ; V

 ) 
เพราะฉะน้ัน f (A ; V

 ) = 
0h

lim
 h

)A(f)V hA(f 


 ถ้าลิมิตมีค่า 

ให้ u  = 
|||| V

V


  

f (A ; u ) เรียกว่า อนุพนัธข์อง f ท่ีจุด A ในทิศทางของ V
  

เพราะฉะน้ัน 
  f (A ; u ) = 

0h
lim
 h

)A(f)u hA(f  
  ถ้าลิมิตมีค่า 
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ตวัอย่าง 3.1.1 ให้ f(x, y) = 2x  + 3y จงหา 
1. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (3, 4) 
2. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) ในทศิทางของเวกเตอร์ (5, 12) 
3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (1, 0) 
4. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 1) 
วิธีทํา 
1. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (3, 4) คือ  
f ((1, 2) ; (3, 4)) 
 = 

0h
lim
 h

)2 1,(f)4) 3,(h2) 1,((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)2 1,(f)h42 ,h31(f   

 = 
0h

lim
 h

7)h42(3)h31( 2   

 = 
0h

lim
 h

7h126h9h61 2   

 = 
0h

lim
 h

h9h18 2   
 = 

0h
lim


(18 + 9h)  
 = 18 
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2. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) ในทศิทางของเวกเตอร์ (5, 12) 
คือ f ((1, 2) ; (13

5 , 13
12)) 

 = 
0h

lim
 h

)2 1,(f))13
12 ,13

5(h2) 1,((f 
   ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)2 1,(f)h13
122 ,h13

51(f 
 

 = 
0h

lim
 h

7)h13
122(3)h13

51( 2 
 

 = 
0h

lim
 h

7h13
366h169

25h13
101 2 

 

 = 
0h

lim
 h

h
169
25h

13
46 2

 = 
0h

lim


(13
46  + 

169
25 h) = 13

46  
 

3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (1, 0) คือ 
f ((1, 2) ; (1, 0)) 
 = 

0h
lim
 h

)2 1,(f)0) ,1(h2) 1,((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)2 1,(f)2 ,h1(f   

 = 
0h

lim
 h

7)2(3)h1( 2   

 = 
0h

lim
 h

hh2 2  
 = 

0h
lim


(2 + h) = 2 
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4. อนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 1) คือ 
f ((1, 2) ; (0, 1)) 
 = 

0h
lim
 h

)2 1,(f)1) ,0(h2) 1,((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)2 1,(f)h2 ,1(f   

 = 
0h

lim
 h

7)h2(312   

 = 3               
 
ขอ้สงัเกต 
1. f ((1, 2) ; (1, 0)) กคื็อ อนุพันธข์อง f เทยีบกบั x  
ที่จุด (1, 2) โดยถอืว่า y เป็นค่าคงตัว 
2. f ((1, 2) ; (0, 1)) กคื็อ อนุพันธข์อง f เทยีบกบั y  
ที่จุด (1, 2) โดยถอืว่า x เป็นค่าคงตัว  
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ตวัอย่าง 3.1.2 ให้ f(x, y, z) = 6 + x + 2y  + 3z  จงหา 
1. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (1, 0, 0) 
2. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 1, 0) 
3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 0, 1) 
4. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (6, 2, 3) 
5. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3)  
 ในทศิทางเวกเตอร์ (6, 2, 3) 
วิธีทํา  1. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3)  
เทยีบกบัเวกเตอร์ (1, 0, 0)คือ f ((2, 4, 3) ; (1, 0, 0)) 
 = 

0h
lim
 h

)3 4, 2,(f)0) 0, 1,(h3) 4, , 2((f    ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f)3 ,4 ,h2(f   

 = 
0h

lim
 h

5134)h2(6 32   = 
0h

lim
 h

h  = 1 
2. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 1, 0)  
คือ f ((2, 4, 3) ; (0, 1, 0)) 
 = 

0h
lim
 h

)3 4, 2,(f)0) 1, ,0(h3) 4, , 2((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f)3 ,h4 ,2(f   

 = 
0h

lim
 h

513)h4(26 32   

 = 
0h

lim
 h

hh8 2  = 
0h

lim


(8 + h) = 8 
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3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (0, 0, 1)  
คือ f ((2, 4, 3) ; (0, 0, 1)) 
 = 

0h
lim
 h

)3 4, 2,(f)1) 0, ,0(h3) 4, , 2((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f)h3 ,4 ,2(f   

 = 
0h

lim
 h

51)h3(426 32   

 = 
0h

lim
 h

hh9h27 32   = 
0h

lim


(27 + 9h + 2h ) = 27 
 

4. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) เทยีบกบัเวกเตอร์ (6, 2, 3)  
คือ f ((2, 4, 3) ; (6, 2, 3)) 
 = 

0h
lim
 h

)3 4, 2,(f)3) 2, 6,(h3) 4, , 2((f     ถ้าลิมิตมีค่า 

 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f)h33 ,h24 ,h62(f   

 = 
0h

lim
 h

51)h33()h24()h62(6 32   

 = 
0h

lim
 h

h27h85h103 32    
 = 

0h
lim


(103 + 85h + 27 2h ) = 103 
 

5. อนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 4, 3) ในทศิทางเวกเตอร์  
(6, 2, 3) คือ f ((2, 4, 3) ; (7

6 , 7
2 , 7

3)) 

 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f))7
3 ,7

2 ,7
6(h3) 4, , 2((f 

  ถ้าลิมิตมีค่า 
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 = 
0h

lim
 h

)3 4, 2,(f)7
h33 ,7

h24 ,7
h62(f 

 

 = 
0h

lim
 h

51)7
h33()7

h24()7
h62(6 32 

 

 = 
0h

lim
 h

h343
27h49

85h7
103 32 

 
 = 

0h
lim


(
7

103  + 49
85h + 

343
27 2h ) 

 = 
7

103                
 

ขอ้สงัเกต  1.  f ((2, 4, 3) ; (1, 0, 0))  
 คือ อนุพันธข์อง f เทยีบกบั x ที่จุด (2, 4, 3)  
 โดยถอืว่า y, z เป็นค่าคงตัว 
2. f ((2, 4, 3) ; (0, 1, 0))  
 คือ อนุพันธข์อง f เทยีบกบั y ที่จุด (2, 4, 3)  
3. f ((2, 4, 3) ; (0, 1, 0))  
 คือ อนุพันธข์อง f เทยีบกบั z ที่จุด (2, 4, 3)  
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อนุพนัธย่์อย 
อนุพันธข์อง f เทยีบกบัเวกเตอร์หน่วยตามแนวพิกดั 
จะเป็นอนุพันธข์อง f เทยีบกบัตัวแปรเพียงตัวเดียว 
โดยถอืว่าตัวแปรที่เหลือเป็นค่าคงตัว กล่าวคือ 
ถ้า f : D  R เม่ือ D  2R   
และ ( 0x , 0y ) เป็นจุดภายในของ D เราได้ว่า  
  f (( 0x , 0y ) ; i

) คืออนุพันธข์อง f เทยีบกบั x  
  ที่จุด ( 0x , 0y ) โดยถอืว่า y เป็นค่าคงตัว 
และ  f (( 0x , 0y ) ; j

) คืออนุพันธข์อง f เทยีบกบั y  
  ที่จุด ( 0x , 0y ) โดยถอืว่า x เป็นค่าคงตัว 
 

ถ้า f : D  R เม่ือ D  3R   
และ ( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดภายในของ D เราได้ว่า 
f (( 0x , 0y , 0z ) ; i

) คืออนุพันธข์อง f เทยีบกบั x  
ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) โดยถอืว่า y, z เป็นค่าคงตัว 
 

f (( 0x , 0y , 0z ) ; j
) คืออนุพันธข์อง f เทยีบกบั y  

ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) โดยถอืว่า x, z เป็นค่าคงตัว 
 

f (( 0x , 0y , 0z ) ; k
 ) คืออนุพันธข์อง f เทยีบกบั z  

ที่จุด ( 0x , 0y , 0z ) โดยถอืว่า x, y เป็นค่าคงตัว 
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บทนิยาม 3.1.2 เวกเตอร์หน่วยตามแนวแกนพิกดัที่ k  
เขียนแทนด้วย ke  กาํหนดโดย 
 ke  = (0, 0, ... , 0, 1, 0, ..., 0)  
        

 kตาํแหน่งที่
      

ตวัอย่าง ใน 2R  ;  
   1e  = (1, 0) = i

 ,   
   2e  = (0, 1) = j

  
ใน 3R  ;  

1e  = (1, 0, 0) = i
 , 2e  = (0, 1, 0) = j

 , 3e  = (0, 0, 1) = k
  

 

บทนิยาม 3.1.3 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
โดยที่ z = f( 1x , 2x , ... , nx ) 
และ A เป็นจุดภายในของโดเมนของ f  
f (A ; ke ) เรียกว่า อนุพนัธย่์อยของ f เทียบกบั kx  ทีจุ่ด A 
เขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์ 

kx
f


 (A), kxf (A), kf (A), kD f(A) หรือ 

A k
 

x
z


  

 

จากบทนิยาม 3.1.3 เราจะเหน็ว่า การหาอนุพันธย่์อยกค็ือ การ
หาอนุพันธของฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปรน่ันเอง เพราะฉะน้ันเรา
สามารถนาํสตูรของการหาอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปรมา
ใช้ได้ 
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ตวัอย่าง 3.1.3 จงหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์น  
f(x, y, z) = sin(4x + 2 2y  + 3z ) 
วิธีทํา xf (x, y, z) = x




(sin(4x + 2 2y  + 3z )) 
 = cos(4x + 2 2y  + 3z ) x




(4x + 2 2y  + 3z ) 
 = (cos(4x + 2 2y  + 3z ))(4) 
 = 4 cos(4x + 2 2y  + 3z ) 

yf (x, y, z) = y



(sin(4x + 2 2y  + 3z )) 

 = cos(4x + 2 2y  + 3z ) y



(4x + 2 2y  + 3z ) 

 = (cos(4x + 2 2y  + 3z ))(4y) 
 = 4y cos(4x + 2 2y  + 3z ) 
และ zf (x, y, z) = z




(sin(4x + 2 2y  + 3z )) 
 = cos(4x + 2 2y  + 3z ) z




(4x + 2 2y  + 3z ) 
 = (cos(4x + 2 2y  + 3z ))(3 2z ) 
 = 3 2z cos(4x + 2 2y  + 3z )          
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ตวัอย่าง 3.1.3.2  
ให้ f(x, y) = 3 4x 2y  - 4 2x  + 5y - 8  
จงหาค่าของ xf (1, 2) และ yf (1, 2) 
วิธีทํา   xf (x, y) = 

x
 (3 4x 2y  - 4 2x  + 5y - 8)  

       = 12 3x 2y  - 8x 
เพราะฉะน้ัน xf (1, 2) = 12(1)3(2)2 - 8(1) = 40 
    yf (x, y) = 

y
 (3 4x 2y  - 4 2x  + 5y - 8) 

       = 6 4x y + 5 
เพราะฉะน้ัน  yf (1, 2) = 6(1)4(2) + 5 = 17    
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ตวัอย่าง 3.1.4 จงหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์น 
f( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 2

1x 2
2x 4

3x  + x3e cos(2 1x  + 3 4x ) 
วิธีทํา  

1D f( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 

1x



( 2
1x 2

2x 4
3x  + 

x3e cos(2 1x +3 4x )) 

= 2 1x 2
2x 4

3x  - 2 x3e sin(2 1x  + 3 4x ) 
2D f( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 

2x



( 2
1x 2

2x 4
3x  + 

x3e cos(2 1x  + 3 4x )) 

= 2 2
1x 2x 4

3x  
3D f( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 

3x



( 2
1x 2

2x 4
3x  + 

x3e cos(2 1x  + 3 4x )) 

= 4 2
1x 2

2x 3
3x  + x3e cos(2 1x  + 3 4x ) 

และ  
4D f( 1x , 2x , 3x , 4x ) = 

4x



( 2
1x 2

2x 4
3x  + 

x3e cos(2 1x  + 3 4x )) 

= -3 x3e sin(2 1x  + 3 4x )           
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ตวัอย่าง 3.1.4.2 จงหาอนุพันธย่์อยของ f(x, y) = 
y4x5
y3x2


  

วิธีทํา xf (x, y) = 
x
 (

y4x5
y3x2


 ) 

 = 2)y4x5(

)y4x5(x)y3x2()y3x2(x)y4x5(










 

 = 2)y4x5(
)5)(y3x2()2)(y4x5(


  = -

2)y4x5(
y23


 

และ   yf (x, y) = y
 (

y4x5
y3x2


 ) 

 = 2)y4x5(

)y4x5(y)y3x2()y3x2(y)y4x5(










 

 = 2)y4x5(
)4)(y3x2()3)(y4x5(


  = 

2)y4x5(
x23
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ตวัอย่าง 3.1.5 จงหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์น 
f(x, y, z, u, v, w) = 3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ) 
วิธีทํา 1D f = x




(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
= 3y cos(xy) 

2D f = y



(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
 = 3x cos(xy) + 4z 

3D f = z



(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
 = 4y - sin(z + uv 2w ) 

4D f = u



(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
 = -v 2w  sin(z + uv 2w ) 

5D f = v



(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
 = -u 2w  sin(z + uv 2w ) 
และ 6D f = w




(3 sin(xy) + 4yz + cos(z + uv 2w ))  
 = -2uvw sin(z + uv 2w )           
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ตวัอย่าง 3.1.5.2 
ให้ f(x, y, z) = 2x  + 4 2y  + 4z  + 2xy + 4xz + 8 
จงหาค่าของ xf (2, 1, 4), yf (2, 1, 4) และ zf (2, 1, 4) 
วิธีทํา การหา xf (x, y, z) ใช้สตูรการหาอนุพันธข์อง f โดยคิด 
ว่า f เป็นฟังกชั์นของตัวแปร x และถอืว่า y, z เป็นค่าคงตัว 
เพราะฉะน้ัน xf (x, y, z) 
 = 

x
 ( 2x  + 4 2y  + 4z  + 2xy + 4xz + 8)  

 = 2x + 2y + 4z 
เพราะฉะน้ัน xf (2, 1, 4) = 22 
การหา yf (x, y, z) ใช้สตูรการหาอนุพันธข์อง f โดยคิดว่า  
f เป็นฟังกชั์นของตัวแปร y และถอืว่า x, z เป็นค่าคงตัว 
เพราะฉะน้ัน yf (x, y, z) 
 = 

y
 ( 2x  + 4 2y  + 4z  + 2xy + 4xz + 8) = 8y + 2x 

เพราะฉะน้ัน yf (2, 1, 4) = 12 
การหา zf (x, y, z) ใช้สตูรการหาอนุพันธข์อง f โดยคิดว่า  
f เป็นฟังกชั์นของตัวแปร z และถอืว่า x, y เป็นค่าคงตัว 
เพราะฉะน้ัน zf (x, y, z) 
 = 

z
 ( 2x  + 4 2y  + 4z  + 2xy + 4xz + 8)= 4 3z  + 4x 

เพราะฉะน้ัน zf (2, 1, 4) = 264         
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การมีอนุพนัธข์องฟังกช์นั และ เวกเตอรเ์กรเดียนต ์
ทบทวน 
การมีอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปร 
ให้ f เป็นฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปรทมีีอนุพันธท์ี่จุด a จะได้ 
 f (a) = 

0h
lim
 h

)a(f)ha(f    
เพราะฉะน้ัน ถ้า h มีค่าน้อยมาก  
แล้ว เราสามารถประมาณค่า h

)a(f)ha(f   ด้วย f (a) 
 

การขยายแนวคิดเร่ืองอนุพนัธไ์ปยงัฟังกช์นัของหลายตวัแปร  
จากสมบัติของการมีอนุพันธข์องฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปร 
ให้ aE  : R  R กาํหนดโดย 

aE (h) = 










0h   0

0h   )a(fh
)a(f)ha(f

เมื่อ

เมื่อ  

เพราะฉะน้ัน  
0h

lim


aE (h) = 0  
และ    aE  มีความต่อเน่ืองที่จุด h = 0  
และ    f(a + h) = f(a) + f (a) h + h aE (h) 
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จากสมการ  f(a + h) = f(a) + f (a) h + h aE (h) 
ขอให้สงัเกตว่าฟังกชั์น L ซ่ึงกาํหนดโดย  
    L(h) = f (a) h 
คือ ค่าเชิงอนุพนัธข์อง f ทีจุ่ด x = a  
โดยที่ L มีสมบัติดังน้ี 
  L( 1k 1h  + 2k 2h ) = f (a)( 1k 1h  + 2k 2h ) 
      = f (a) 1k 1h  + f (a) 2k 2h  
      = 1k f (a) 1h  + 2k f (a) 2h  
      = 1k L( 1h ) + 2k L( 2h )   ... (*) 
เม่ือ 1h , 2h , 1k , 2k  เป็นจาํนวนจริง ซ่ึง 1h   0 และ 2h   0 
 

หมายเหตุ ฟังกชั์นที่มีสมบัติ (*) เรียกว่า ฟังกช์นัเชิงเสน้ 
 

จากที่กล่าวมาข้างต้น  
สาํหรับฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปร f ซ่ึงมีอนุพันธท์ี่จุด a  
จะต้องมีฟังกชั์น L และ ฟังกชั์น aE  ซ่ึง  
   f(a + h) = f(a) + L(h) + h aE (h) 
โดยท ี  

0h
lim


aE (h) = 0  
และ   L มีสมบัติเชิงเส้น 
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การมีอนุพนัธข์องฟังกช์นัของหลายตวัแปร 
บทนิยาม 3.1.1 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A เป็นจุดภายในของ D โดยที่ r เป็นจาํนวนจริงบวก 
ที่ทาํให้ B(A ; r)  D 
ถ้า  1. มีฟังกชั์น AT  : nR   R ที่ทาํให้ 
   AT ( 1c X + 2c Y) = 1c AT (X) + 2c AT (Y)  
   ทุก X, Y  nR  และ ทุกค่า 1c , 2c   R 
และ 2. มีฟังกชั์น AE  : nR   R ที่ทาํให้ 
   f(A + V) = f(A) + AT (V) +  V  AE (V)  
   เม่ือ  V   r 
   โดยที่ 

OV
lim


AE (V) = 0  
แล้ว เรากล่าวว่า f มีอนุพนัธที์จุ่ด A 
ฟังกชั์น AT  เรียกว่า ค่าเชิงอนุพนัธร์วมของ f ทีจุ่ด A  
เขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์df(A) และเรียก  
df(A)(V) เรียกว่า 
ค่าเชิงอนุพนัธร์วมของ f ท่ีจุด A คํานวณค่าท่ีจุด V 
สาํหรับ S  D เรากล่าวว่า  
1. f มีอนุพันธบ์น S กต่็อเม่ือ f มีอนุพันธท์ี่ทุกจุดใน S 
2. f มีอนุพนัธ ์กต่็อเม่ือ f มีอนุพันธท์ี่ทุกจุดในโดเมนของ f 
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ทฤษฎีบท 3.1.1 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่จุด A ซ่ึงเป็นจุดภายในของ D  
และ AT  เป็นค่าเชิงอนุพันธร์วมของ f ที่จุด A จะได้ 
1. f (A ; Y

 ) = AT (Y
 )   ทุก Y

   nR  
2. f (A ; Y

 ) = ( 1D f(A), 2D f(A), ... , nD f(A))  Y
  

 ทุก Y
   nR  

บทพสูิจน ์ 1. กรณีที ่1. Y
  = 0

  
AT (Y
 ) = AT (0

) 
   = AT (0u  + 0Y

 ) = 0 AT (u ) + 0 AT (Y
 ) = 0 

และ f (A ; 0
) = 

0h
lim
 h

)A(f)0 hA(f 


 = 0 

เพราะฉะน้ัน f (A ; Y
 ) = AT (Y

 ) 
กรณีที ่2. Y

   0
  

f (A ; Y
 ) = 

0h
lim
 h

)A(f)Y hA(f 


   ถ้าลิมิตมีค่า  

= 
0h

lim
 h

)A(f)VA(f 


     (V
  = hY

 ) 

= 
0h

lim
 h

)V(T)V(E||V|| AA


      (เพราะว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด A) 

= 
0h

lim
 h

)Yh(T)V(E||Y h|| AA


  

= 
0h

lim
 h

)Y(hT)V(E||Y || |h| AA


  

เพราะฉะน้ัน f (A ; Y
 ) = 

0h
lim
 h

)Y(hT)V(E||Y || |h| AA
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เพราะว่า 
0h

lim


V
  = 

0h
lim


hY
  = 0 และ 

OV
lim


AE (V
 ) = 0 

เพราะฉะน้ัน  
0h

lim
 h

)Y(hT)V(E||Y || |h| AA


  = AT (Y
 ) 

เพราะฉะน้ัน f (A ; Y
 ) = AT (Y

 ) 
 

2. ให้ Y
  = ( 1y , 2y , ... , ny ) 

 AT (Y
 ) = AT ( 1y , 2y , ... , ny ) 

 = AT ( 1y 1e  + 2y 2e  + ... + ny ne ) 
 = 1y AT ( 1e ) + 2y AT ( 2e ) + ... + ny AT ( ne ) 
 = 1y f (A ; 1e ) + 2y f (A ; 2e ) + ... + ny f (A ; ne ) 
 = 1y 1D f(A) + 2y 2D f(A) + ... + ny nD f(A) 
 = ( 1D f(A), 2D f(A), ... , nD f(A))  Y

      
 

บทนิยาม 3.1.2 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธท์ี่จุด A ซ่ึงเป็นจุดภายในของ D  
เวกเตอร์ ( 1D f(A), 2D f(A), ... , nD f(A)) เรียกว่า  
เวกเตอรเ์กรเดียนต ์ของฟังกชั์น f ที่จุด A 
เขียนแทนด้วยสญัลักษณ ์ f(A) หรือ grad f(A) 
 

เพราะฉะน้ันจากผลของทฤษฎีบท 3.1.1 จะได้  
f (A ; Y

 ) = AT (Y
 ) =  f(A)  Y

  ทุก Y
   nR  

โดยที่  f(A) = ( 1D f(A), 2D f(A), ... , nD f(A)) 
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ตวัอย่าง 3.1.6 ให้ f(x, y) = 2x  + 4xy + 4y   
จงหาเวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (2, 1) 
วิธีทํา จาก f(x, y) = 2x  + 4xy + 4y  
จะได้  f(x, y) = ( x

f

 , y

f

 ) 

     = (2x + 4y, 4x + 4 3y ) 
เพระฉะน้ันเวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (2, 1) 
คือ  f(2, 1) = (6, 8)           
 

ตวัอย่าง 3.1.7 ให้ f(x, y, z) = 2x 4y  + 4xyz + 4x 2z   
จงหาเวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (1, 0, 2) 
วิธีทํา จาก   f(x, y, z) = 2x 4y  + 4xyz + 4x 2z   
จะได้   f(x, y, z)  
 = ( x

f

 , y

f

 , z

f

 ) 

 = (2x 4y  + 4yz + 4 3x 2z , 4 2x 3y  + 4xz, 4xy + 2 4x z) 
เพระฉะน้ันเวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (1, 0, 2)  
คือ  f(1, 0, 2) = (16, 8, 4)         
 

จากความรู้เกี่ยวกบัฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปรเราทราบว่า ถ้า f มี
อนุพันธท์ี่จุด A แล้ว f จะมีความต่อเน่ืองที่จุด A สาํหรับฟังกชั์น
ของหลายตัวแปร ข้อความน้ียังคงเป็นจริงดังทฤษฎบีทต่อไปน้ี 



บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 25

ทฤษฎีบท 3.1.2 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A เป็นจุดภายในของ S  
ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด A แล้ว f จะมีความต่อเน่ืองที่จุด A 
บทพสูิจน ์เราต้องแสดงว่า 

AX
lim


f(X) = f(A) 
เพราะว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด A 
เพราะฉะน้ันจากบทนิยาม 3.4.1 จะได้  
f(A + V) = f(A) + AT (V) +  V  AE (V) เม่ือ  V   r 
โดยที่ 

O V
lim


AE (V) = 0  
ถ้า V

  = X
  - A

  จะได้ 
f(X)  = f(A) + AT (X


 - A
 ) +  X  - A


  AE (X


 - A
 ) 

  = f(A) +  f(A)  (X


 - A
 ) +  X  - A


  AE (X


 - A
 ) 

  = f(A) +  f(A)  (X


 - A
 ) +  V   AE (V

 ) 
และ เม่ือ X  A จะได้ V  O 
เพราะฉะน้ัน 

AX
lim


f(X) = f(A)  

เพราะฉะน้ัน f มีความต่อเน่ืองที่จุด A    
 

หมายเหตุ จากทฤษฎบีท 3.4.1 จะเหน็ว่า  
ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด A แล้ว เราสามารถหา  f(A) ได้เสมอ 
แต่ในทางกลับกนั  
มีบางฟังกชั์นที่  f(A) หาได้ แต่ f ไม่มีอนุพันธท์ี่จุด A 
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การตรวจสอบว่า f มีอนุพันธท์ี่จุด A ใช้ผลของทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 3.4.3 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A เป็นจุดภายในของ D  
ถ้า  1. มีจาํนวนจริงบวก r ที่ทาํให้  
  1D f, 2D f, ... , nD f มีค่าทุกจุดใน B(A ; r)  D 
และ 2. 1D f, 2D f, ... , nD f มีความต่อเน่ืองที่จุด A 
แล้ว f มีอนุพันธท์ี่จุด A 
 

บทนิยาม 3.4.3 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A เป็นจุดภายในของ D  
ถ้า  1. มีจาํนวนจริงบวก r ที่ทาํให้ 1D f, 2D f, ... , nD f  
   มีค่าทุกจุดใน B(A ; r)  D 
และ 2. 1D f, 2D f, ... , nD f มีความต่อเน่ืองที่จุด A 
แล้ว เราจะกล่าวว่า f มีอนุพนัธอ์ย่างต่อเนือ่งท่ีจุด A 
 

ขอ้สงัเกต ฟังกชั์นพหุนามของ n ตัวแปร  
เป็นฟังกชั์นที่หาอนุพันธย่์อยได้ที่ทุกจุดใน nR   
ตัวอย่าง f(x, y) = 2x  + 4xy + 4y  
เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธอ์ย่างต่อเน่ืองที่ทุกจุดใน 2R  
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ตวัอย่าง 3.1.8 ให้ f(x, y) = sin(2x + 3y) จงหา 
1. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (x, y) 
2. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด ( 2

 , 3
) 

3. อนุพันธข์อง f ที่จุด ( 2
 , 3

) เทยีบกบัเวกเตอร์ (4, 3) 
วิธีทํา 
1. จาก f(x, y) = sin(2x + 3y) 
จะได้   f(x, y) = ( x

f

 , y

f

 ) 

     = (2 cos(2x + 3y), 3 cos(2x + 3y)) 
2. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด ( 2

 , 3
)  

คือ  f( 2
 , 3

) = (2, 3) 
3. อนุพันธข์อง f ที่จุด ( 2

 , 3
) เทยีบกบัเวกเตอร์ (4, 3) คือ 

  f (( 2
 , 3

) ; (4, 3)) =  f( 2
 , 3

)  (4, 3) 
        = (2, 3)  (4, 3) 
        = 8 + 9 
        = 17        

บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 28

ตวัอย่าง 3.1.9 ให้ f(x, y, z) = 2x  + 3y  + 4z  + 8xyz 
จงหา 1. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (x, y, z) 
  2. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (-1, 0, 1)  
  3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (-1, 0, 1)  
   ในทศิทางของเวกเตอร์ (2, 3, 6) 
วิธีทํา 1. จาก  f(x, y, z) = 2x  + 3y  + 4z  + 8xyz 
จะได้   f(x, y, z) = ( x

f

 , y

f

 , y

z

 ) 

      = (2x + 8yz, 3 2y  + 8xz, 4 3z  + 8xy) 
2. เวกเตอร์เกรเดียนต์ของ f ที่จุด (-1, 0, 1)  
 คือ  f(-1, 0, 1) = (-2, -8, 4) 
3. อนุพันธข์อง f ที่จุด (-1, 0, 1)  
 ในทศิทางของเวกเตอร์ (2, 3, 6) คือ 
 f ((-1, 0, 1) ; 

222 632
1


(2, 3, 6))  

     = f ((-1, 0, 1) ; 7
1(2, 3, 6))  

     =  f(-1, 0, 1)  7
1(2, 3, 6) 

     = (-2, -8, 4)  7
1(2, 3, 6) 

     = 7
1(-4 - 24 + 24) 

     = -7
4            
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การหาค่าสูงสุด และ ค่าตํา่สุด ของ f (A ; Y
 ) 

จาก f (A ; Y
 ) =  f(A) Y  

      =   f(A)   Y
   cos   

เม่ือ  เป็นมุมระหว่าง  f(A) กบั Y
  

ให้ u  = 
||Y||

Y


 

จะได้  f (A ; u ) =  f(A) u  
      =   f(A)   u   cos   
      =   f(A)  (1) cos   
      =   f(A)  cos   
เพราะฉะน้ัน เราสรุปได้ว่า 
1. อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y

   
มีค่ามากที่สดุ เท่ากบั   f(A)  เม่ือ  = 0 
เพราะว่า  = 0 เม่ือ  f(A) และ u  มีทศิทางเดียวกนั 
เพราะฉะน้ัน อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y

  
มีค่ามากที่สดุ เท่ากบั   f(A)  
เม่ือ  f(A) และ Y

  มีทศิทางเดียวกนั 
 

เพราะฉะน้ันฟังกชั์น f จะมี 
อตัราการเปล่ียนแปลงเพ่ิมข้ึนมากที่สดุ ในทศิทางของ  f(A)  
และอตัราการเปล่ียนแปลงที่มากที่สดุน้ันมีค่า =   f(A)  
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2. อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y
   

มีค่าน้อยที่สดุ เท่ากบั -  f(A)  เม่ือ  =   
 

เพราะว่า  =  เม่ือ  f(A) และ u  มีทศิทางตรงกนัข้าม 
เพราะฉะน้ัน อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y

   
มีค่าน้อยที่สดุ เท่ากบั -  f(A)   
เม่ือ  f(A) และ Y

  มีทศิทางตรงกนัข้าม 
 

เพราะฉะน้ันฟังกชั์น f จะมี 
อตัราการเปล่ียนแปลงลดลงน้อยที่สดุในทศิทางของ - f(A)  
และอตัราการเปล่ียนแปลงที่น้อยที่สดุน้ันมีค่า = -  f(A)  
 

3. อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y
   

มีค่าเท่ากบั 0 เม่ือ  = 2
  

 

เพราะว่า  = 2
  เม่ือ  f(A) และ u  ตั้งฉากกนั 

เพราะฉะน้ัน อนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ในทศิทางของ Y
   

มีค่าเท่ากบั 0 เม่ือ  f(A) และ Y
  ต้ังฉากกนั 

 

เพราะฉะน้ันฟังกชั์น f จะมี 
อตัราการเปล่ียนแปลงเป็น 0 ในทศิทางของที่ต้ังฉากกบั  f(A)  
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ตวัอย่าง 3.1.10 ให้ f(x, y) = x ye   
จงหาทศิทางซ่ึงอตัราการเปล่ียนแปลงของ f มีค่าลดลงน้อยที่สดุ 
ที่จุด (-2, 0) และ จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่น้อยที่สดุน้ัน 
วิธีทํา    f(x, y) = ( x

f

 , y

f

 ) = ( ye , x ye ) 

    f(-2, 0) = (1, -2) 
เพราะฉะน้ันฟังกชั์น f จะมีอตัราการเปล่ียนแปลงลดลงน้อยที่สดุ 
ในทศิทางของ - f(-2, 0) = (-1, 2) 
และอตัราการเปล่ียนแปลงที่น้อยที่สดุ 
 = -  f(-2, 0)  = - 41  = - 5         
 

ตวัอย่าง 3.1.11 ให้ f(x, y, z) = 2x 3y  + 2yz จงหาทศิทาง
ซ่ึงอตัราการเปล่ียนแปลงของ f มีค่าเพ่ิมข้ึนมากที่สดุที่จุด  
(1, 1, -1) และจงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่มากที่สดุน้ัน 
วิธีทํา    f(x, y, z)  = (

x
f

 , 

y
f

 , 

z
f

 ) 

       = (2x 3y , 3 2x 2y  + 2z, 2y) 
เพราะฉะน้ัน  f(1, 1, -1) = (2, 1, 2) 
เพราะฉะน้ันฟังกชั์น f จะมีอตัราการเปล่ียนแปลงเพ่ิมข้ึนมาก
ที่สดุในทศิทางของ  f(1, 1, -1) = (2, 1, 2) 
และอตัราการเปล่ียนแปลงที่มากที่สดุ 
 =   f(1, 1, -1)  = 414   = 3        
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3.2 อนุพนัธย่์อยของฟังกช์นัท่ีนยิามโดยปริยาย 
การหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์นในหัวข้อที่ผ่านมา 
ฟังกชั์นที่ต้องการหาอนุพันธย่์อยเป็นฟังกชั์นที่กาํหนดสตูร 
ในรูปแบบที่แน่นอน เช่น  
z = 2x  + 2y  + xy หรือ w = x + y + z  
แล้วแต่ว่าตัวแปรใดจะเป็นตัวแปรตามหรือตัวแปรอสิระ  
แต่ในหัวข้อน้ีจะกาํหนดฟังกชั์น z เป็นฟังกชั์นของ x, y  
ในรูปสมการ  F(x, y, z) = c      ... (*) 
(c เป็นค่าคงตัว)  
ซ่ึงแสดงความสมัพันธร์ะหว่างตัวแปร x, y และ z มาให้  
จากสมการ (*) น้ัน เราจะเขียน z ในรูปของ x, y  
บางคร้ังกค่็อนข้างยาก ตัวอย่างเช่น 
    3x + 2y + z + 6 = 0     ... (1) 
        2z  = 2x  + 2y     ... (2) 
ถ้าให้ z เป็นฟังกชั์นของ x, y  
เราจะหาสตูรของฟังกชั์นในรูป z = f(x, y) 
จากสมการ (1) เขียน z ในพจน์ของ x, y ได้เป็น  
  z = 6 - 3x - 2y 
เพราะฉะน้ัน สตูรของฟังกชั์นคือ z = f(x, y) = 6 - 3x - 2y 
จากสมการ (2) เขียน z ในพจน์ของ x, y ได้เป็น  
  z =  22 yx   
เพราะฉะน้ัน จากสมการที่กาํหนดน้ีเขียนสตูรของฟังกชั์นได้แบบ 
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ใดแบบหน่ึงในสองแบบ คือ 
   1f (x, y) = 22 yx    
และ   2f (x, y) = - 22 yx   
เพราะฉะน้ัน ถ้า x, y และ z มีความสมัพันธใ์นรปู  
F(x, y, z) = c เม่ือ c เป็นค่าคงตัว  
โดยนิยาม z เป็นฟังกชั์นของ x และ y  
เราจะกล่าวว่า z เป็น  
ฟังกช์นัท่ีนิยามโดยปริยาย (implicit function)  
ด้วยสมการ F(x, y, z) = c  
และถ้าเราเขียนสมการให้อยู่ในรูปแบบ z = f(x, y)  
เราจะเรียก z ว่าเป็น  
ฟังกช์นัท่ีนิยามโดยชดัแจง้ (explicit function) 
 
 ในหัวข้อน้ีเราจะศึกษาเกี่ยวกบั การหาอนุพันธย่์อยของ 
ฟังกชั์นของหลายตัวแปร ซ่ึงนิยามโดยปริยายโดยไม่จาํเป็นต้อง 
เขียนสตูรฃองฟังกชั์นออกมาอย่างชัดแจ้ง เช่น 
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ตวัอย่าง 3.2.1 ให้ z เป็นฟังกชั์น f(x, y) ที่นิยามโดยปริยาย 
ด้วยสมการ 2x  + xyz - 2z 2y  = 1 
จงหา x

z

  และ y

z

  ที่จุด (x, y, z) ใด ๆ และที่จุด (1, 2, 0) 

วิธีทํา จาก       2x  + xyz - 2z 2y  = 1 
จะได้    x

 ( 2x  + xyz - 2z 2y ) = 0 
  x
 2x  + x

 (xyz) - x
 ( 2z 2y ) = 0 

   2x + yz + xy x
z

  - 2y 2z x

z

  = 0 

        x
z

 (xy - 2 2y z) = -2x - yz 

         x
z

  = 

zy2xy
yzx2
2

  

เพราะฉะน้ัน ที่จุด (1, 2, 0) จะได้ x
z

  = -1 

จาก     2x  + xyz - 2z 2y  = 0 
จะได้      y

 ( 2x  + xyz - 2z 2y ) = 0 
   y

 2x  + y
 (xyz) - y

 ( 2z 2y ) = 0 
     xz + xy y

z

  - 2y 2z y

z

  - 2y 2z  = 0 

        y
z

 (xy - 2 2y z) = -xz + 2y 2z  

          y
z

  = 

zy2xy
yz2xz
2

2


  

เพราะฉะน้ัน ที่จุด (1, 2, 0) จะได้ y
z

  = 0      
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การหาอนุพันธย่์อย x
z

  และ y

z

  ของฟังกชั์นที่นิยามโดยปริยาย 

ทาํได้อกีวิธหีน่ึงดังน้ี 
ให้    F(x, y, z) = 0      ... (1) 
เป็นความสมัพันธข์องตัวแปร x, y, z  
ที่นิยาม z = f(x, y) โดยปริยาย 
แทนค่า z = f(x, y) ใน (1) จะได้  
    F(x, y, f(x, y)) = 0      ... (2) 
ให้   g(x, y) = F(x, y, f(x, y)) 
  1u (x, y) = x 
  2u (x, y) = y 
  3u (x, y) = f(x, y)  = z 
เพราะฉะน้ัน g(x, y) = F( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y)) = 0 
โดยกฎลูกโซ่จะได้ 
 x

g

  = 

1u
F


 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y)) x

u1

 (x, y) 

   + 

2u
F


 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y)) x

u2

 (x, y) 

   + 

3u
F


 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y)) x

u3

 (x, y) ... (3) 

เพราะว่า x
g

 (x, y) = 0  x

u1

 (x, y) = 1 

   x
u2

 (x, y) = 0 x

u3

 (x, y) = x

f

 (x, y) 

   
1u

F

  = x

F

    

2u
F


  = y

F

    

3u
F


  = z

F
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โดยกฎลูกโซ่จะได้  
0 = x

F

 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y))(1) 

    + y
F

 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y))(0) 

    + z
F

 ( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y)) x

f

 (x, y) 

0 = x
F

 (x, y, f(x, y)) + 0 + z

F

 (x, y, f(x, y)) x

f

 (x, y) 

0 = x
F

 (x, y, z) + z

F

 (x, y, z) x

f

 (x, y) 

เพราะฉะน้ัน x
f

 (x, y) = -

)z ,y ,x(z
F

)z ,y ,x(x
F






 เม่ือ z
F

 (x, y, z)  0 

หรือโดยย่อ  x
f

  = -

z
F
x
F






  เม่ือ z
F

   0 

ในทาํนองเดียวกนั 

เพราะฉะน้ัน y
f

 (x, y) = -

)z ,y ,x(z
F

)z ,y ,x(y
F






 เม่ือ z
F

 (x, y, z)  0 

หรือโดยย่อ  y
f

  = -

z
F
y
F






 เม่ือ z
F

   0 

 

หมายเหตุ การหาค่า x
F

 , y

F

 , z

F

  ในการคาํนวณข้างต้น เรา

คาํนวณโดยพิจารณาว่า F เป็นฟังกชั์นของตัวแปรอสิระ x, y, z  
โดยไม่ต้องคิดว่า z เป็นฟังกชั์นของ x, y 
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โดยใช้แนวคิดข้างต้นกบั ตัวอย่าง 3.2.1  
ให้ F(x, y, z) = 2x  + xyz - 2z 2y  - 1 = 0 
 x

F

  = 2x + yz,   y

F

  = xz - 2y 2z ,  z

F

  = xy - 2 2y z 

เพราะฉะน้ัน ที่จุด (1, 2, 0) 

x
z

  = -

z
F
x
F






 = -
zy2xy

yzx2
2


 = -1,     y

z

  = -

z
F
y
F






 = -
zy2xy

yz2xz
2

2




 = 0 

ในกรณทีั่วไปเราสรุปเป็นทฤษฎบีทต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 3.2.1 ให้ F : D  R เม่ือ D  nR  
ให้ F( 1x , 2x , ... , nx ) = 0 และนิยาม nx   
เป็นฟังกชั์นที่นิยามโดยปริยายของตัวแปร 1x , 2x , ... , 1nx   
โดย nx  = f( 1x , 2x , ... , 1nx  )  
เม่ือ f : S  R เม่ือ S  1nR   
ถ้า f มีอนุพันธท์ี่จุด ( 1y , 2y , ... , 1ny  ) และ  
F มีอนุพันธท์ี่จุด ( 1y , 2y , ... , 1ny  , f( 1y , 2y , ... , 1ny  ))  

แล้ว 
kx

f

  = -

n

k

x
F

x
F






  

เม่ือ 
kx

F

  มีค่าทุกค่า k = 1, 2, ... , n - 1 และ  

nx
F


   0  

ที่จุด ( 1y , 2y , ... , 1ny  , f( 1y , 2y , ... , 1ny  )) 
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ตวัอย่าง 3.2.2 ให้ w = f(x, y, z) ที่นิยามโดยปริยาย 
ด้วยสมการ xyz + 2yzw + 4zwx + 20 = 0 
จงหา x

w

 , y

w

  และ z

w

  ที่จุด (x, y, z, w) ใด ๆ  

และที่จุด (1, 2, -2, 1) 
วิธีทํา    F(x, y, z, w) = xyz + 2yzw + 4zwx + 20 = 0 
  x

F

  = yz + 4zw     y

F

  = xz + 2zw 

  z
F

  = xy + 2yw + 4wx   w

F

  = 2yz + 4zx 

เพราะฉะน้ัน ที่จุด (x, y, z, w)  

จะได้  x
w

  = -

w
F
x
F






 = - zx4yz2
zw4yz


  

   y
w

  = -

w
F
y
F






 = - zx4yz2
zw2xz


  

   z
w

  = -

w
F
z
F






 = - zx4yz2
wx4yw2xy


  

เพราะฉะน้ัน ที่จุด (1, 2, -2, 1) จะได้  

x
w

  = -

w
F
x
F






 = - 16
12


  = -4

3 ,    y
w

  = -

w
F
y
F






 = - 16
6


  = -8

3 

z
w

  = -

w
F
z
F






 = - 16
10
  = 8

5            
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จาโคเบียนของการเปลีย่นตวัแปร 
บทนิยาม 3.2.1 ให้ 1f , 2f , ... , nf  เป็นฟังกชั์น 
ของตัวแปร 1x , 2x , ... , nx  และ อนุพันธย่์อย 

j
i

x
f


  มีค่า 

ทุกค่า i = 1, 2, ... , n และ j = 1, 2, ... , n 
จาโคเบียนดีเทอรมิ์แนนท ์ ของ 1f , 2f , ... , nf   
 

หรือเรียกโดยย่อว่า จาโคเบียน ของ 1f , 2f , ... , nf   
เทยีบกบัตัวแปร 1x , 2x , ... , nx   

หมายถงึค่าของ ดีเทอร์มิแนนท ์    

x
f...x

f
x
f

::::
x
f...x

f
x
f

x
f...x

f
x
f

   

n
n

2
n

1
n

n
2

2
2

1
2

n
1

2
1

1
1




























 

สญัลักษณท์ี่ใช้แทนจาโคเบียน ของ 1f , 2f , ... , nf   
เทยีบกบัตัวแปร 1x , 2x , ... , nx  แทนด้วย )x, ... , x,x(

)f, ... ,f ,f(
n21

n21

  

เพราะฉะน้ัน )x, ... , x,x(
)f, ... ,f ,f(

n21
n21


  =    

x
f...x

f
x
f

::::
x
f...x

f
x
f

x
f...x

f
x
f

   

n
n

2
n

1
n

n
2

2
2

1
2

n
1

2
1

1
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ตวัอย่าง 3.2.3 ให้  1f ( 1x , 2x ) = 2 1x  + 3 2x   
และ      2f ( 1x , 2x ) = 5 1x  - 4 2x  
จงหา จาโคเบียน ของ 1f , 2f  เทยีบกบัตัวแปร 1x , 2x  
วิธีทํา เพราะว่า     1f ( 1x , 2x ) = 2 1x  + 3 2x   
และ       2f ( 1x , 2x ) = 5 1x  - 4 2x  
เพราะฉะน้ันจาโคเบียน ของ 1f , 2f  เทยีบกบัตัวแปร 1x , 2x  

 ) x,x(
)f ,f(

21
21


  =    

x
f

x
f

x
f

x
f

   

2
2

1
2

2
1

1
1













 

 =    45
3   2     = (2)(-4) - (3)(5) = -8 - 15 = -23   
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ตวัอย่าง 3.2.4 ให้ x = r cos  และ y = r sin   
จงหาจาโคเบียน ของ x, y เทยีบกบัตัวแปร r,   
วิธีทํา   x = 1f (r, ) = r cos   
และ  y = 2f (r, ) = r sin   
จาโคเบียนของ x, y เทยีบกบัตัวแปร r,   

) ,r(
)y ,x(


  = ) ,r(

)f ,f( 21


   

 =    
sinrsinrr

cosrcosrr   















 

 =    cosrsin
sinrcos   

  
 = r 2cos  + r 2sin   
 = r                
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กรณีศึกษาแบบที ่1 
การหาอนุพันธย่์อยของฟังกชั์นที่นิยามโดยปริยาย ด้วยสมการ 2 
สมการ และมีตัวแปร 3 ตัว โดยมี x เป็นตัวแปรอสิระ u, v เป็น
ตัวแปรตาม ซ่ึงกาํหนดด้วยสมการ 
          F(x, u, v) = 0                                      ... (1) 
และ    G(x, u, v) = 0                                      ... (2) 
ในกรณทีี่เราสามารถแก้สมการ (1) และ (2) ได้ค่า u, v ใน
พจน์ของ x กล่าวคือได้ u = u(x) และ v = v(x) เรากจ็ะหา du

dx  
และ dv

dx  ได้ แต่ถ้าเราไม่สามารถแก้สมการดังที่กล่าวมาได้  
เราสามารถหา du

dx  และ dv
dx  โดยใช้แนวคิดดังต่อไปน้ี 

ให้       f(x) = F(x, u(x), v(x))                          ... (3) 
และ     g(x) = G(x, u(x), v(x))                         ... (4) 
เพราะฉะน้ันเราสามารถหา f (x) และ g (x) ได้ 
ให้ 1u (x) = x, 2u (x) = u(x), 3u (x) = v(x) 
เพราะฉะน้ัน 1du

dx  = 1, 2du
dx  = du

dx , 3du
dx  = dv

dx  
ดังน้ัน จาก (3) และ (4) จะได้  
 f(x) = F( 1u (x), 2u (x), 3u (x)) = 0 
และ g(x) = G( 1u (x), 2u (x), 3u (x)) = 0 
หรือเขียนโดยย่อเป็น f = F( 1u , 2u , 3u )       ... (5) 
และ g = G( 1u , 2u , 3u )          ... (6) 
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จาก (5) จะได้ f (x) = 
1

F
u



1du
dx  + 

2
F

u



2du
dx  + 

3
F
u



3du
dx  

                         0 = F
x



 (1) + F
x



du
dx  + F

v



dv
dx  

หรือ F
x



du
dx  + F

v



dv
dx  = - F

x



        ... (7) 

จาก (6) จะได้ g (x) = 
1

G
u



1du
dx  + 

2
G
u



2du
dx  + 

3
G
u



3du
dx  

                         0 = G
x




 (1) + G
u




du
dx  + G

v



dv
dx  

หรือ G
u




du
dx  + G

v



dv
dx  = - G

x



        ... (8) 
จาก (7) และ (8) โดยใช้กฎของคราเมอร์กบัระบบสมการ 2 
สมการ 2 ตัวแปร 
ซ่ึงตัวแปรคือ du

dx  และ dv
dx  

จะได้  

     du
dx  = 

F F
x v
G G
x v

F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = –

F F
x v
G G
x v
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = –
(F,G)
(x,v)
(F,G)
(u,v)






  

และ dv
dx  = 

F F
u x
G G
u x
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = –

F F
u x
G G
u x
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = –
(F,G)
(u,x)
(F,G)
(u,v)
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ตวัอย่าง 3.2.5 ให้ u และ v เป็นฟังกชั์นของ x นิยามโดย
ปริยายด้วยสมการ 2u  + 2xu + 2v  = 0 
และ                   2x  + xuv + 3v  = 0 
จงหา du

dx  และ dv
dx  

วิธีทํา ให้ F(x, u, v) = 2u  + 2xu + 2v  
และ       G(x, u, v) = 2x  + xuv + 3v  จะได้  

du
dx  = –

(F,G)
(x,v)
(F,G)
(u,v)






 = –

F F
x v
G G
x v
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = 
2

2

2u 2v
2x uv xu 3v
2u 2x 2v

xv xu 3v

 




  

= - 
2

2
(2u)(xu 3v ) (2v)(2x uv)
(2u 2x)(xu 3v ) (2v)(xv)

  

  
  

= 2 2
2 2 2 2
2xu 4uv 4vx

2xu 6uv 2x u 4xv
  
  

  

และ dv
dx  = –

(F,G)
(u,x)
(F,G)
(u,v)






 = –

F F
u x
G G
u x
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = 
2

2u 2x 2u
xv 2x uv

2u 2x 2v
xv xu 3v







  

= - 2
(2u 2x)(2x uv) (2u)(xv)

(2u 2x)(xu 3v ) (2v)(xv)
  

  
  

= 2 2
2 2 2 2

4xu 2u v 4x
2xu 6uv 2x u 4xv
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กรณีศึกษาแบบที ่2. 
สมมติให้ u, v เป็นตัวแปรตาม และ x, y เป็นตัวแปรอสิระ 
โดยกาํหนดฟังกชั์นนิยามโดยปริยายเป็น 
  F(x, y, u, v) = 0        ... (1) 
  G(x, y, u, v) = 0       ... (2) 
 

ให้ u = U(x, y) และ v = V(x, y) 
กรณีที ่1. 
ในกรณทีี่เราสามารถแก้สมการจากสมการ (1) และ (2)  
   ได้ค่า u ในเทอมของ x, y กล่าวคือ u = U(x, y) 
และ   ได้ค่า v ในเทอมของ x, y กล่าวคือ v = V(x, y) 
เรากจ็ะหา x

U

 , y

U

 , x

V

 , y

V

  ได้ 

กรณีที ่2. 
ในกรณทีี่เราไม่สามารถแก้สมการ (1) และ (2) เพ่ือหาสตูรของ  
u = U(x, y) และ v = V(x, y) เราสามารถหาอนุพันธย่์อย  

x
U

 , y

U

 , x

V

 , y

V

  โดยใช้แนวคิดดังน้ี 

ให้  f(x, y) = F(x, y, U(x, y), V(x, y))  ... (3) 
  g(x, y) = G(x, y, U(x, y), V(x, y))  ... (4) 
เพราะฉะน้ันเราหาอนุพันธย่์อยของ f, g เทยีบกบั x, y ได้ 
ให้   1u (x, y) = x,    2u (x, y) = y,  
  3u (x, y) = U(x, y),   4u (x, y) = V(x, y) 

บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 46

เพราะฉะน้ัน x
u1

  = 1   x

u2

  = 0 

    x
u3

  = x

U

    x

u4

  = x

V

  

เพราะฉะน้ันจาก (3) และ (4) จะได้ 
f(x, y) = F( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y), 4u (x, y)) = 0 
g(x, y) = G( 1u (x, y), 2u (x, y), 3u (x, y), 4u (x, y)) = 0 
หรือเขียนโดยย่อเป็น 
  f = F( 1u , 2u , 3u , 4u )      ... (5) 
  g = G( 1u , 2u , 3u , 4u )     ... (6) 
จาก (5) จะได้ 
  x

f

  = 

1u
F




x
u1

  + 

2u
F




x
u2

  + 

3u
F




x
u3

  + 

4u
F




x
u4

  

    0 = 
1u

F

 (1) + 

2u
F


 (0) + 

3u
F




x
U

  + 

4u
F




x
V

  

    0 = x
F

 (1) + y

F

 (0) + u

F



x
U

  + v

F



x
V

  

    u
F



x
U

  + v

F



x
V

  = - x

F

       ... (7) 

จาก (6) จะได้  
  x

g

  = 

1u
G




x
u1

  + 

2u
G




x
u2

  + 

3u
G




x
u3

  + 

4u
G




x
u4

  

    0 = 
1u

G

 (1) + 

2u
G


 (0) + 

3u
G




x
U

  + 

4u
G




x
V

  

    0 = x
G

 (1) + y

G

 (0) + u

G



x
U

  + v

G



x
V

  

   u
G



x
U

  + v

G



x
V

  = - x

G

       ... (8) 
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พิจารณาสมการ (7) และ (8)  
เป็นระบบสมการ 2 ตัวแปร x

U

 , x

V

  2 สมการ  

    u
F



x
U

  + v

F



x
V

  = - x

F

       ... (7) 

   u
G



x
U

  + v

G



x
V

  = - x

G

       ... (8) 

เม่ือ   
v
G

u
G

v
F

u
F

  












  0 โดยกฎของคราเมอร์จะได้ 

   x
u

  = x

U

  = -

  
v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
v
G

x
G

v
F

x
F

  

























  

      = -
)v,u(
)G,F(
)v,x(
)G,F(






 

 

และ  x
v

  = x

V

  = -

  
v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
x
G

u
G

x
F

u
F
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)v,u(
)G,F(
)x,u(
)G,F(
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ในทาํนองเดียวกนั จะได้ 

   y
u

  = y

U

  = -

  
v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
v
G

y
G

v
F

y
F

  

























 = -
)v,u(
)G,F(
)v,y(
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และ  y
v

  = y

V

  = -

  
v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
y
G

u
G

y
F

u
F
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)v,u(
)G,F(
)y,u(
)G,F(
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v
G
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G

v
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u
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ตวัอย่าง 3.2.6 ให้ u, v เป็นฟังกชั์นของ x, y  
นิยามโดยปริยายด้วยสมการ 
  2x  + 2y + uv = 0        ... (1) 
และ 2y  + 3x + u + v = 0        ... (2) 
จงหา x

u

 , x

v

 , y

u

  และ y

v

   

วิธีทํา แบบที ่1. ใช้ผลของสตูรข้างต้น 
ให้ F(x, y, u, v) = 2x  + 2y + uv 
 G(x, y, u, v) = 2y  + 3x + u + v 
เพราะฉะน้ัน  

   x
u

   = -

)v,u(
)G,F(
)v,x(
)G,F(






  

    = -
  

v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
v
G

x
G

v
F

x
F

  

























  

    = -
  11

uv  

  13
ux2  

  

    = - uv
u3x2


    เม่ือ v - u  0 
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ในทาํนองเดียวกนั เม่ือ v - u  0 จะได้  

 x
v

  = -

)v,u(
)G,F(
)x,u(
)G,F(






 = -
  

v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
x
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u
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x
F

u
F

  

























 = -
  11

uv  

  31
x2v  

 = - uv
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u

  = -
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F

  

  
v
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y
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F

  

























 = -
  11

uv  

  1y2
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 = - uv
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แบบที ่2. ใช้การหาอนุพันธย่์อยและการจัดรูปพีชคณติ 
จาก (1) หาอนุพันธย่์อยเทยีบกบั x 
      2x  + 2y + uv = 0 
       x

 ( 2x  + 2y + uv) = 0 
 x

 ( 2x ) + x
 (2y) + x

 (uv) = 0 
    2x + 0 + v x

u

  + u x

v

  = 0 

       v x
u

  + u x

v

  = -2x   ... (3) 

จาก (2) หาอนุพันธย่์อยเทยีบกบั x 
      2y  + 3x + u + v = 0 
      x

 ( 2y  + 3x + u + v) = 0 
  x
 ( 2y ) + x

 (3x) + x
u

  + x

v

  = 0 

     0 + 3 + x
u

  + x

v

  = 0 

         x
u

  + x

v

  = -3   ... (4) 

จาก (3) และ (4) และด้วยการใช้กฎของคราเมอร์จะได้ 

 x
u

  = 

  11
uv  

  13
ux2  



 = -
  11

uv  

  13
ux2  

 = - uv
u3x2


  เม่ือ v - u  0 

 x
v

  = 

  11
uv  

  31
x2v  



 = -
  11

uv  

  31
x2v  

 = - uv
x2v3


  เม่ือ v - u  0 
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จาก (1) หาอนุพันธย่์อยเทยีบกบั y 
      2x  + 2y + uv = 0 
       y

 ( 2x  + 2y + uv) = 0 
 y

 ( 2x ) + y
 (2y) + y

 (uv) = 0 
     0 + 2 + v y

u

  + u y

v

  = 0 

         v y
u

  + u y

v

  = -2   ... (5) 

จาก (2) หาอนุพันธย่์อยเทยีบกบั y 
      2y  + 3x + u + v = 0 
       y

 ( 2y  + 3x + u + v) = 0 
   y

 ( 2y ) + y
 (3x) + y

u

  + y

v

  = 0 

       2y + 0 + y
u

  + y

v

  = 0 

         y
u

  + y

v

  = -2y   ... (6) 

จาก (5) และ (6) และด้วยการใช้กฎของคราเมอร์จะได้ 

 y
u

  = 

  11
uv  

  1y2
u2  



 = -
  11

uv  

  1y2
u2  

 = - uv
yu22


  เม่ือ v - u  0 
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v

  = 

  11
uv  

  y21
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 = -
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  y21
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 = - uv
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  เม่ือ v - u  0  
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กรณทีั่วไปเป็นการกาํหนดฟังกชั์นด้วยสมการ m สมการ และมี
ตัวแปร n ตัว เม่ือ n  m โดยมี 1x , 2x , ... , n mx   เป็นตัว
แปรอสิระ และ n m 1x   , n m 2x   , ... , nx  เป็นตัวแปรตามซ่ึง
กาํหนดด้วยสมการ 
1F ( 1x , 2x , ... , n mx  , n m 1x   , n m 2x   , ... , nx ) = 0   ... (1) 
2F ( 1x , 2x , ... , n mx  , n m 1x   , n m 2x   , ... , nx ) = 0   ... (2) 

: 
mF ( 1x , 2x , ... , n mx  , n m 1x   , n m 2x   , ... , nx ) = 0   ... (m) 
ให้ n m 1x    = 1u ( 1x , 2x , ... , n mx  ) 
    n m 2x    = 2u ( 1x , 2x , ... , n mx  ) 
    : 
    nx  = mu ( 1x , 2x , ... , n mx  ) 
สาํหรับ i = 1, 2, ... , m และ j = 1, 2, ... , n - m 

จะได้ว่า i
j

u
x



 = - 
1 2 i m

n m 1 n m 2 j n

1 2 i m
n m 1 n m 2 n m i n

(F ,F ,...,F ,...,F )
(x ,x ,..., x ,..., x )

(F ,F ,...,F ,...,F )
(x ,x ,..., x ,..., x )

   

     







  

เม่ือ 1 2 i m
n m 1 n m 2 n m i n

(F ,F ,...,F ,...,F )
(x ,x ,..., x ,..., x )     




  0 

หมายเหตุ การเปล่ียนช่ือฟังกชั์น 1F , 2F , 3F , ... เป็น F, G, H, 
... ตามลาํดับ อาจจะช่วยให้เราสามารถหาค่าของอนุพันธ์
ดังกล่าวได้สะดวกขึ้น 
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ตวัอย่าง 3.2.7 ให้ u, v เป็นฟังกชั์นของ x, y, z  
นิยามโดยปริยายด้วยสมการ 
     2x + 3y + 2z  + uv = 0   ... (1) 
และ  3x + 7y + 3z + 2u + 3v = 0   ... (2) 
จงหา x

v

 , y

v

 , z

v

 , x

u

 , y

u

 , z

u

  

วิธีทํา 
ให้  F(x, y, z, u, v) = 2x + 3y + 2z  + uv 
และ G(x, y, z, u, v) = 3x + 7y + 3z + 2u + 3v 
โดยทฤษฎบีท 3.2.2 จะได้  

x
v

  = -

)v,u(
)G,F(
)x,u(
)G,F(






 = -
  

v
G

u
G

v
F

u
F

  

  
x
G

u
G

x
F

u
F

  

























 

  = -
  32

uv  

  32
2v  

  

  = - u2v3
4v3


     เม่ือ 3v - 2u  0 
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ในทาํนองเดียวกนั เม่ือ 3v - 2u  0 จะได้  

y
v



 = -
(F,G)
(u, y)
(F,G)
(u,v)






 = -

F F
u y
G G
u y
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

  = -
  32

uv  

  72
3v  

 = - u2v3
6v7




  

 
 
 
 

 z
v



 = -
(F,G)
(u,z)
(F,G)
(u,v)






 = -

F F
u z
G G
u z
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

  = -
  32

uv  

  32
2zv  

 = - u2v3
z4v3


  

  
 
 
 

x
u



 = -
(F,G)
(x,v)
(F,G)
(u,v)






 = -

F F
x v
G G
x v
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

  = -
  32

uv  

  33
u2  

 = - u2v3
u36
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 y
u



 = -
(F,G)
(y,v)
(F,G)
(u,v)






 = -

F F
y v
G G
y v
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = -
  32

uv  

  37
u3  

 = - u2v3
u79


  

 

z
u



 = -
(F,G)
(z,v)
(F,G)
(u,v)






 = -

F F
z v
G G
z v
F F
u v
G G
u v

 
 
 
 
 
 
 
 

 = -
  32

uv  

  33
u2z  

 = - u2v3
u3z6
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ตวัอย่าง 3.2.8 ให้ u, v, w เป็นฟังกชั์นของ x, y, z  
นิยามโดยปริยายด้วยสมการ 
    x + 2y + 3z + 5u + v + 2w = 0 ... (1) 
      4x + 2y + 5z + uv + w = 0 ... (2) 
และ   2x + 4y + 5z + u + 2v + 5w = 0 ... (3) 
จงหา x

u

  

วิธีทํา  
ให้ F(x, y, z, u, v, w) = x + 2y + 3z + 5u + v + 2w 
 G(x, y, z, u, v, w) = 4x + 2y + 5z + uv + w 
 H(x, y, z, u, v, w) = 2x + 4y + 5z + u + 2v + 5w 
โดยทฤษฎบีท 3.2.2 จะได้  

เม่ือ 23u - v - 9  0 จะได้ x
u

  = -

(F,G,H)
(x,v,w)
(F,G,H)
(u,v,w)
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 = -

F F F
x v w
G G G
x v w
H H H
x v w
F F F
u v w
G G G
u v w
H H H
u v w

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

= -
  

521
1uv
215

  

  
522
1u4
211

  
  

= - 9vu23
4u
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ตวัอย่าง 3.2.9 ให้ z เป็นฟังกชั์นของ x, y นิยามโดยปริยาย 
ด้วยสมการ      x + 2y  + 4z  = 0   ... (1) 
และ u เป็นฟังกชั์นของ x, y, z นิยามโดยปริยายกาํหนดด้วย 
สมการ   4x  + 3y  + 3z  + 4u  = 0   ... (2) 
จงหา x

u

  และ y

u

  โดยใช้กฎลูกโซ่ 

วิธีทํา จากสมการ (1) ให้ F(x, y, z) = x + 2y  + 4z  

จะได้    x
z

  = -

z
F
x
F






 = - 3z4
1     ... (3) 

และ    y
z

  = -

z
F
y
F






 = - 3z4
y2     ... (4) 

การหา x
u

  

จากสมการ (2) จะได้      x
 ( 4x  + 3y  + 3z  + 4u ) = 0 

          4 3x  + 0 + 3 2z x
z

  + 4 3u x

u

  = 0 

         4 3x  + 3 2z x
z

  + 4 3u x

u

  = 0 

จากสมการ (3) จะได้ 4 3x  + 3 2z (- 3z4
1 ) + 4 3u x

u

  = 0 

            4 3x  - z4
3  + 4 3u x

u

  = 0 

เพราะฉะน้ัน   x
u

  = 3

3

u4
z4

3x4 
  

      = 
zu16

3zx16
3

3   
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การหา y
u

  

จากสมการ (2) จะได้ 
    y

 ( 4x  + 3y  + 3z  + 4u ) = 0 
  0 + 3 2y  + 3 2z y

z

  + 4 3u y

u

  = 0 

    3 2y  + 3 2z y
z

  + 4 3u y

u

  = 0 

จากสมการ (4) จะได้ 
     3 2y  + 3 2z (- 3z4

y2 ) + 4 3u y
u

  = 0 

     3 2y  - z2
3 y + 4 3u y

u

  = 0 

         y
u

  = 3

2

u4

yz2
3y3 

  

          = 
zu8

y3zy6
3

2      
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3.3 ระนาบสมัผสัและเสน้นอรม์ลัของพ้ืนผิว 
ให้ S เป็นพ้ืนผวิใน 3R  ซ่ึงกาํหนดด้วยสมการ F(x, y, z) = 0 
ให้ A( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดบนพ้ืนผวิ S 
ให้ C เป็นเส้นโค้งบนพ้ืนผวิ S ซ่ึงผ่านจุด A โดยมีสมการ 
องิตัวแปรเสริมเป็น  x = x(t) 
       y = y(t) 
       z = z(t)       เม่ือ t เป็นจาํนวนจริง 
เพราะฉะน้ันมี 0t  ที่ทาํให้ 0x  = x( 0t ) 
       0y  = y( 0t ) 
       0z  = z( 0t ) 
เพราะว่า C เป็นเส้นโค้งบนพ้ืนผวิ S  
เพราะฉะน้ัน    F(x(t), y(t), z(t)) = 0 
เพราะฉะน้ัน    

dt
d F(x(t), y(t), z(t)) = 0 

        
x
F



dt
dx  + 

y
F



dt
dy  + 

z
F



dt
dz  = 0 

เม่ือ t = 0t  จะได้ 
       

x
F

 (A)

dt
dx ( 0t ) + 

y
F

 (A) dt

dy( 0t ) + 
z
F

 (A)

dt
dz ( 0t ) = 0 

(
x
F

 (A), 

y
F

 (A), 

z
F

 (A))(

dt
dx ( 0t ), dt

dy( 0t ), 
dt
dz ( 0t )) = 0 

                        F(A)(
dt
dx ( 0t ), dt

dy( 0t ), 
dt
dz ( 0t )) = 0 

            F( 0x , 0y , 0z )(
dt
dx ( 0t ), 

dt
dy( 0t ), 

dt
dz ( 0t )) = 0 
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เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์  F( 0x , 0y , 0z ) ต้ังฉากกบัเวกเตอร์  
(

dt
dx ( 0t ), dt

dy( 0t ), 
dt
dz ( 0t )) 

เพราะว่า (
dt
dx ( 0t ), 

dt
dy( 0t ), 

dt
dz ( 0t )) เป็นเวกเตอร์สมัผสั 

เส้นโค้ง C ที่จุด A( 0x , 0y , 0z ) 
เพราะฉะน้ัน  F( 0x , 0y , 0z ) ต้ังฉากกบั 
เวกเตอร์สมัผสัเส้นโค้ง C บนพ้ืนผวิ S ที่จุด A( 0x , 0y , 0z )  
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.1 
รูปที่ 3.8.1 1L , 2L  เป็นตัวอย่างเส้นสมัผสัเส้นโค้ง C ณ  
จุด A ซ่ึงต้ังฉากกบั  F(A)  
โดยทั่วไปจะได้ว่า ทุกเส้นโค้ง C ที่ผ่านจุด A เส้นสมัผสัเส้นโค้ง 
C ณ จุด A ต้องต้ังฉากกบั  F(A)  
ซ่ึงหมายความว่าเส้นสมัผสัเหล่าน้ันต่างกอ็ยู่บนระนาบ M  
เดียวกนั โดยที่ระนาบ M น้ันต้ังฉากกบั  F(A)  
ระนาบ M ที่กล่าวมาน้ีเรียกว่า ระนาบสมัผสั ของพ้ืนผวิ S ที่จุด 
A 
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เส้นตรงที่ผ่านจุด A และขนานกบั  F(A) เรียกว่า เสน้นอร์
มลั หรือ เสน้แนวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A  
เวกเตอร์ที่ขนานกบั  F(A) เรียกว่า เวกเตอรน์อรม์ลั หรือ 
เวกเตอรแ์นวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A  
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์ v  ใด ๆ ต้ังฉากกบัพ้ืนผวิ S  
กต่็อเม่ือ v  เป็น เวกเตอร์นอร์มัล หรือ เวกเตอร์แนวฉาก  
ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A  
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.2 
รูปที่ 3.3.2 แสดงระนาบสมัผสั M ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A 
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สรุป  
เม่ือ S เป็นพ้ืนผวิใน 3R  ซ่ึงกาํหนดด้วยสมการ F(x, y, z) = 0 
และ A( 0x , 0y , 0z ) เป็นจุดบนพ้ืนผวิ S  
 

ระนาบสมัผสั ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A มีสมการเป็น 

x
F

 (A)(x – 0x ) + 

y
F

 (A)(y – 0y ) + 

z
F

 (A)(z – 0z ) = 0 

 

เสน้นอรม์ลั หรือ เสน้แนวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A  
มีสมการองิตัวแปรเสริมเป็น x = 0x  + 

x
F

 (A) t 

        y = 0y  + 
y
F

 (A) t 

        z = 0z  + 
z
F

 (A) t 

เรากล่าวว่า  
เวกเตอร ์v  ตั้งฉากกบัพื้ นผิว S ทีจุ่ด A  
กต่็อเม่ือ v  เป็นเวกเตอร์แนวฉากของ S ที่จุด A  
 

พื้ นผิว 1S  และ 2S  สมัผสักนัทีจุ่ด A  
กต่็อเม่ือ  
ระนาบสมัผสัของ 1S  ที่จุด A และ ระนาบสมัผสั 2S  ที่จุด A  
เป็นระนาบเดียวกนั 
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ตวัอย่าง 3.3.1 กาํหนดให้พ้ืนผวิ S มีสมการเป็น  
2x  + 3 2y  = 4z + 5 และ A(1, –2, 2) 

จงหา สมการของระนาบสมัผสั  
และ สมการของเส้นแนวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A 
วิธีทํา ให้ F(x, y, z) = 2x  + 3 2y  – 4z – 5 = 0 
       F(x, y, z) = (

x
F

 , 

y
F

 , 

z
F

 ) 

       = (2x, 6y, –4) 
     F((1, –2, 2)) = (2, –12, –4) 
สมการของระนาบสมัผัส ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A(1, –2, 2) คือ 

x
F

 (A)(x – 0x ) + 

y
F

 (A)(y – 0y ) + 

z
F

 (A)(z – 0z ) = 0 

            (2)(x – 1) + (–12)(y + 2) + (–4)(z – 2) = 0 
              2x – 12y – 4z – 18 = 0 
สมการของเส้นแนวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A(1, –2, 2) คือ 
 x = 0x  + 

x
F

 (A) t   = 1 + 2 t 

 y = 0y  + 
y
F

 (A) t  = –2 – 12 t 

 z = 0z  + 
z
F

 (A) t  = 2 – 4 t       
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ตวัอย่าง 3.3.2 กาํหนดให้พ้ืนผวิ S มีสมการเป็น  
2z  + 2x  + 2y  + 4xy + yz + 2zx = 0 
จงหาเวกเตอร์ v (x, y, z) ที่ต้ังฉากกบัพ้ืนผวิ S ที่จุด (x, y, z) 
วิธีทํา ให้ F(x, y, z) = 2z  + 2x  + 2y  + 4xy + yz + 2zx = 0 
จะได้  F(x, y, z) = (

x
F

 , 

y
F

 , 

z
F

 )  

   = (2x + 4y + 2z, 2y + 4x + z, 2z + y + 2x) 
เพราะว่า  
 F(x, y, z) = (2x + 4y + 2z, 2y + 4x + z, 2z + y + 2x)  
เป็นเวกเตอร์ต้ังฉากกบัพ้ืนผวิ S ที่จุด (x, y, z) 
เพราะฉะน้ัน เวกเตอร์ v (x, y, z) ที่ต้ังฉากกบัพ้ืนผวิ S  
ที่จุด (x, y, z)  
คือ k(2x + 4y + 2z, 2y + 4x + z, 2z + y + 2x)  
เม่ือ k เป็นจาํนวนจริงใด ๆ          
 
เสน้สมัผสัเสน้โคง้ท่ีเกิดจากการตดักนัของพื้ นผิวสองพื้ นผิว 
ในปริภมิูสามมิติ พ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ตัดกนัมีรอยตัดเป็น 
เส้นโค้ง C และ A เป็นจุดบนเส้นโค้ง C เราสามารถหาสมการ 
ของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C ที่จุด A ได้ 
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ตวัอย่าง 3.3.3  
ให้พ้ืนผวิ 1S  มีสมการเป็น 2 2x  + 3 2y  + 2z  = 12  
และ พ้ืนผวิ 2S  มีสมการเป็น 3 2x  + 2y  - 7y + 3z = 23  
จงพิจารณาว่า 1S  และ 2S  สมัผสักนัหรือไม่ที่จุด (2, -1, 1)  
วิธีทํา ให้ F(x, y, z) = 2 2x  + 3 2y  + 2z  - 12 
และ G(x, y, z) = 3 2x  + 2y  - 7y + 3z - 23 
จะได้ว่า F(2, -1, 1) = 0 และ G(2, -1, 1) = 0 
ดังน้ัน จุด (2, -1, 1) อยู่บนพ้ืนผวิ 1S  และ 2S  
จะได้ว่า  F(x, y, z) = (4x, 6y, 2z) 
           G(x, y, z) = (6x, 2y - 7, 3) 
เพราะฉะน้ัน  F(2, -1, 1) = (8, -6, 2)  
และ           G(2, -1, 1) = (12, -9, 3) 
จะได้ว่า  F(2, -1, 1) = ( 2

3 ) G(2, -1, 1) 
ดังน้ัน  F(2, -1, 1) ขนานกบั  G(2, -1, 1)  
เพราะฉะน้ันระนาบสมัผสัของ 1S  ที่จุด (2, -1, 1) และระนาบ
สมัผสัของ 2S  ที่จุด (2, -1, 1) ย่อมเป็นระนาบเดียวกนั 
น่ันคือ พ้ืนผวิ 1S  และ 2S  สมัผสักนัที่จุด (2, -1, 1)    
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เสน้สมัผสัเสน้โคง้ท่ีเกิดจากการตดักนัของพื้ นผิวสองพื้ นผิว 
 ในปริภมิูสามมิติ ถ้าพ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ต่างกผ่็านจุด A แต่ไม่
สมัผสักนัที่จุด A เราย่อมได้ว่าพ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ตัดกนั โดยมี
รอยตัดเป็นเส้นโค้ง C และจุด A อยู่บนเส้นโค้ง C ซ่ึงเรา
สามารถหาสมการของเส้นสมัผสัของเส้นโค้ง C ที่จุด A ได้ดังน้ี 
ให้พ้ืนผวิ 1S  มีสมการเป็น F(x, y, z) = 0  
และพ้ืนผวิ 2S  มีสมการเป็น G(x, y, z) = 0 
เน่ืองจาก C เป็นเส้นโค้งบนพ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ที่ผ่านจุด A 
เพราะฉะน้ัน C มีสมการเป็น F(x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 
ให้ T เป็นเส้นสมัผัสของเส้นโค้ง C ที่จุด A( 0x , 0y , 0z ) 
เพราะฉะน้ันเวกเตอร์แสดงทศิทางของ T  
ต้ังฉากกบั  F( 0x , 0y , 0z ) และ  G( 0x , 0y , 0z ) 
ดังน้ัน เวกเตอร์แสดงทศิทางของ T ขนานกบั  
 F( 0x , 0y , 0z )   G( 0x , 0y , 0z ) 
ให้ a i

  + b j
  + ck

   เป็นเวกเตอร์ที่ขนานกบั 
  F( 0x , 0y , 0z )   G( 0x , 0y , 0z ) 
เพราะฉะน้ันสมการของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C  
ที่จุด A( 0x , 0y , 0z ) คือ  x = 0x  + a t 
        y = 0y  + b t 
        z = 0z  + c t 
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ตวัอย่าง 3.3.4 ให้พ้ืนผวิ 1S  มีสมการเป็น 2x  + 2y  = z + 2  
และ 2S  มีสมการเป็น 2x  + 2y  + 2z  + 2xy = 18  
จงหาสมการของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C ซ่ึงเป็นรอยตัดของ
พ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ที่จุด A(1, 2, 3) 
วิธีทํา ให้ F(x, y, z) = 2x  + 2y  – z – 2 
 F(x, y, z) = (2x, 2y, –1) 
 F(1, 2, 3) = (2, 4, –1) 
G(x, y, z) = 2x  + 2y  + 2z  + 2xy – 18 
 G(x, y, z) = (2x + 2y, 2y + 2x, 2z) 
 G(1, 2, 3) = (6, 6, 6) 
 F(1, 2, 3)   G(1, 2, 3) = (2, 4, –1)  (6, 6, 6) 

 =   
666
142

kji
  



 

 = (24 + 6) i
  – (12 + 6) j

  + (12 - 24)k
  

 = 30 i
  – 18 j

  – 12k
  = 6(5 i

  – 3 j
  – 2k

 ) 
เลือกเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นสมัผสั T เป็น (5, –3, –2) 
เพราะฉะน้ัน สมการของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C  
ที่จุด A(1, 2, 3) คือ x = 1 + 5 t 
       y = 2 – 3 t 
       z = 3 – 2 t 
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ตวัอย่าง 3.3.5 ให้พ้ืนผวิ 1S  มีสมการพ้ืนผวิเป็น xy + z = 0  
และ 2S  มีสมการพ้ืนผวิเป็น 2x  + 2y  + 2z  = 9  
และ C เป็นส่วนตัดกนัของพ้ืนผิว 1S  และ 2S  
จงหาสมการของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C ที่จุด A(2, 1, –2) 
วิธีทํา ให้ F(x, y, z) = xy + z = 0 
 G(x, y, z) = 2x  + 2y  + 2z  – 9 = 0 
เพราะว่า  F(x, y, z) = (y, x, 1) 
เพราะฉะน้ัน  F(2, 1, –2) = (1, 2, 1) 
เพราะว่า  G(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) 
เพราะฉะน้ัน  G(2, 1, –2) = (4, 2, –4) 
เพราะฉะน้ัน  F(2, 1, –2)   G(2, 1, –2)  

= (1, 2, –1)  (4, 2, –4) =   
424

121
kji

  




 

= (–8 – 2) i
  – (–4 – 4) j

  + (2 – 8)k
   

= –10 i
  + 8 j

  – 6k
  = –2(5 i

  + 4 j
  – 3k

 ) 
เลือกเวกเตอร์แสดงทศิทางของเส้นสมัผสั T เป็น (5, –4, 3) 
เพราะฉะน้ัน สมการของเส้นสมัผสั T ของเส้นโค้ง C  
ที่จุด A(2, 1, –2) คือ x = 2 + 5 t 
       y = 1 – 4t 
       z = –2 + 3 t       
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3.4 สูตรของเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นัของสองตวัแปร 
1. f(a, b) + xf (a, b)(x - a) + yf (a, b)(y - b)  
 เรียกว่า พหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 1 ของ f รอบจุด (a, b) 
2. f(a, b) + xf (a, b)(x - a) + yf (a, b)(y - b) 
 + 1

2!( xxf (a, b)(x - a)2 + 2(x - a)(y - b) xyf (a, b) 
       + yyf (a, b)(y - b)2) 
เรียกว่า พหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี 2 ของ f รอบจุด (a, b) 
 
ตวัอย่าง 3.4.1 ให้ f(x, y) = sin(2x)cos(3y)  
จงหาพหุนามเทย์เลอร์ดีกรี 1 ของ f รอบจุด ( 6

 , 12
 ) 

วิธีทํา f(x, y) = sin(2x) cos(3y) 
f( 6
 , 12

 ) = ( 3
2 )( 2

2 ) = 6
4  

xf (x, y) = 2 cos(2x) cos(3y),  

xf ( 6
 , 12

 ) = 2( 1
2 )( 2

2 ) = 2
2  

yf (x, y) = -3 sin(2x) sin(3y),  

yf ( 6
 , 12

 ) = -3( 3
2 )( 2

2 ) = -3 6
4  

พหุนามเทย์เลอร์ดีกรี 1 ของ f รอบจุด ( 6
 , 12

 ) คือ 
 f( 6

 , 12
 ) + xf ( 6

 , 12
 )(x - 6

 ) + yf ( 6
 , 12

 )(y - 12
 ) 

 = 6
4  + 2

2  (x - 6
 ) - 3 6

4  (y - 12
 )       
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ตวัอย่าง 3.4.2 ให้ f(x, y) = 3x 2ye    
จงหาพหุนามเทย์เลอร์ดีกรี 2 ของ f รอบจุด (0, 0) 
วิธีทํา f(x, y) = 3x 2ye   , f(0, 0) = 1 

xf (x, y) = 3 3x 2ye   , xf (0, 0) = 3 
yf (x, y) = 2 3x 2ye   , yf (0, 0) = 2 

xxf (x, y) = 9 3x 2ye   , xxf (0, 0) = 9 
xyf (x, y) = 6 3x 2ye   , xyf (0, 0) = 6 

yyf (x, y) = 4 3x 2ye   , yyf (0, 0) = 4 
พหุนามเทย์เลอร์ดีกรี 2 ของ f รอบจุด (0, 0) คือ 
f(0, 0) + xf (0, 0)x + yf (0, 0)y + 1

2!( xxf (0, 0) 2x   
+ 2xy xyf (0, 0) + yyf (0, 0) 2y ) 
 = 1 + 3x + 2y + 1

2! (9
2x  + 2xy(6) + 4 2y ) 

 = 1 + 3x + 2y + 6xy + 9
2

2x  + 2 2y         
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3.5 ค่าสุดขีดของฟังกช์นัของหลายตวัแปร 
บทนิยาม 3.5.1 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A  S  D  
เราจะกล่าวว่า 
 

1. f(A) เป็น ค่าสูงสุด ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ f(A)  f(X) สาํหรับทุก X  S  
 ในกรณน้ีีเรากล่าวว่า f มีค่าสงูสดุบน S ที่ A 
 

2. f(A) เป็น ค่าตํา่สุด ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ f(A)  f(X) สาํหรับทุก X  S  
 ในกรณน้ีีเรากล่าวว่า f มีค่าตํ่าสดุบน S ที่ A 
 

3. f(A) เป็น ค่าสุดขีด ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ f(A) เป็นค่าสงูสดุของ f บน S  
 หรือ f(A) เป็นค่าตํ่าสดุของ f บน S 
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ตวัอย่าง 3.5.1 ให้ f(x, y) = 2x  + 2y  + 4  
จงพิจารณาว่า f มีค่าสงูสดุและค่าตํ่าสดุบน 2R  หรือไม่ 
วิธีทํา เพราะว่า f(x, y)  = 2x  + 2y  + 4 
        4 = f(0, 0)  ทุก (x, y)  2R  
เพราะฉะน้ัน f(0, 0) = 4 เป็นค่าตํ่าสดุของ f บน 2R  
เพราะว่าทุกจาํนวนจริงบวก M จะมี f( M , 0)  
ที่ทาํให้ f( M , 0) = M + 4  M 
เพราะฉะน้ัน {f(x, y)  (x, y)  2R } เป็นเซตที่ไม่มีขอบเขตบน 
เพราะฉะน้ัน f ไม่มีค่าสงูสดุบน 2R         
 
 

วอย่าง 3.5.2 ให้ f(x, y) = 22 yx25    
จงพิจารณาว่า f มีค่าสงูสดุและค่าตํ่าสดุบน  
S = {(x, y)  2x  + 2y   25} หรือไม่ 
วิธีทํา เพราะว่า f(x, y)  = 22 yx25   
        5 = f(0, 0)  ทุก (x, y)  S 
เพราะฉะน้ัน f(0, 0) = 5 เป็นค่าสงูสดุของ f บน S 
เพราะว่า   f(x, y)  = 22 yx25    
        0 = f(5, 0)  ทุก (x, y)  S 
เพราะฉะน้ัน f(5, 0) = 0 เป็นค่าตํ่าสดุของ f บน S    
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การหาค่าสุดขีดสมัพทัธ ์
 

บทนิยาม 3.5.2 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A  S  D เราจะกล่าวว่า 
1. f(A) เป็น ค่าสูงสุดสมัพทัธ ์ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ มี r  0 ที่ทาํให้ f(A)  f(X)  
 สาํหรับทุก X  S  B(A ; r)  
ในกรณเีช่นน้ีเรากล่าวว่าf มีค่าสงูสดุสมัพัทธบ์น S ที่ A 
ในรูปที่ 3.5.1 f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.1 
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2. f(A) เป็น ค่าตํา่สุดสมัพทัธ ์ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ มี r  0 ที่ทาํให้ f(A)  f(X)  
 สาํหรับทุก X  S  B(A ; r)  
ในกรณเีช่นน้ีเรากล่าวว่า f มีค่าตํ่าสดุสมัพัทธบ์น S ที่ A 
ดังรูปที่ 3.5.2 f(A) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.2 
3. f(A) เป็น ค่าสุดขีดสมัพทัธ ์ของ f บน S  
 กต่็อเม่ือ  
    f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f บน S  
 หรือ   f(A) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f บน S 
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หมายเหตุ 
1. ค่าสงูสดุสมัพัทธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A บนเซต S  
หมายถงึ ค่าของ f ที่สงูสดุเม่ือเทยีบกบัค่าของ f บนบริเวณใกล้ 
เคียงบริเวณหน่ึงของ A  
โดยไม่จาํเป็นต้องเป็นค่าสงูสดุที่แท้จริงบน S 
จากรูป 3.5.1 f(A)  f(P)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.1 
เพราะฉะน้ัน f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ 
และ f(A) ไม่เป็นค่าสงูสดุ 
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2. ค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A บนเซต S  
หมายถงึ ค่าของ f ที่ตํ่าสดุเม่ือเทยีบกบัค่าของ f บนบริเวณใกล้ 
เคียงบริเวณหน่ึงของ A  
โดยไม่จาํเป็นต้องเป็นค่าตํ่าสดุที่แท้จริงบน S  
จากรูป 3.5.2 f(A)  f(P)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.2 
เพราะฉะน้ัน f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ 
และ f(A) ไม่เป็นค่าสงูสดุ 
 
3. ค่าสงูสดุของ f บน S จะเป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f บน S  
 
4. ค่าตํ่าสดุของ f บน S จะเป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f บน S 
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ขอ้ตกลง ค่าสงูสดุ ค่าตํ่าสดุ และ ค่าสดุขีดของ f บน S  
เรียกว่า ค่าสูงสุดสมับูรณ ์ค่าตํา่สุดสมับูรณ ์ 
และ ค่าสุดขีดสมับูรณ ์ของ f บน S ตามลาํดับ  
 เพ่ือให้เข้าใจความหมายของคาํว่า ค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ค่าตํ่าสดุ 
สมัพัทธ ์ค่าสดุขีดสมัพัทธ ์ค่าสงูสดุ ค่าตํ่าสดุ และ ค่าสดุขีด  
ขอให้พิจารณาจากตัวอย่างกราฟของฟังกชั์น f ในรูปที่ 3.5.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.3 
จากรูปที่ 3.5.3 ให้ f เป็นฟังกชั์นบนโดเมน S 
1.  f( 1A ), f( 2A ), f( 3A ), f( 4A ) ค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ของ f บน S 
 2.  f( 5A ), f( 6A )   ค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์ของ  f  บน S 
 3.  f( 2A )     ค่าสงูสดุสมับูรณ ์ของ  f  บน S 
 4.  f( 5A )     ค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์ของ  f  บน S 
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ทฤษฎีบท 3.5.1 ให้ f : D  R เม่ือ D  2R  
ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นเซต S  D  
และ A(a, b) เป็นจุดภายในของ S 
ถ้า f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธท์ี่ A แล้ว  f(A) = 0

  
บทพสูิจน ์
ให้ 1C  เป็นรอยตัดของ พ้ืนผวิ z = f(x, y) และ ระนาบ y = b 
ให้ g(x) = f(x, b) เป็นสมการของเส้นโค้ง 1C  
เพราะว่า g(a) = f(a, b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
เพราะฉะน้ันในความหมายของฟังกชั์นหน่ึงตัวแปร 
จะได้ g(a) = f(a, b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์องฟังกชั์น g 
เพราะฉะน้ัน g(a) = 0 
เพราะว่า 

x
f

 (x, b) = g(x)  

เพราะฉะน้ัน 
x
f

 (a, b) = g(a) = 0 

 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.4 
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ให้ 2C  เป็นรอยตัดของ พ้ืนผวิ z = f(x, y) และ ระนาบ x = a 
ให้ h(y) = f(a, y) เป็นสมการของเส้นโค้ง 2C  
เพราะว่า h(b) = f(a, b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
เพราะฉะน้ันในความหมายของฟังกชั์นหน่ึงตัวแปร 
จะได้ h(b) = f(a, b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์องฟังกชั์น h 
เพราะฉะน้ัน h(b) = 0 
เพราะว่า 

y
f

 (a, y) = h(y)  

เพราะฉะน้ัน y
f

 (a, b) = h(b) = 0 

เพราะฉะน้ัน  f(A) = 0
            

 
ด้วยการพิสจูน์ทาํเดียวกนักบัทฤษฎีบทข้างต้น จะได้ 
1. ให้ f : D  R เม่ือ D  2R  
 f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นเซต S  D  
 และ A เป็นจุดภายในของ S 
 ถ้า f(A) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธท์ี่ A แล้ว  f(A) = 0

  
2. ให้ f : D  R เม่ือ D  3R  
 f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นเซต S  D  
 และ A เป็นจุดภายในของ S 
 ถ้า f(A) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธท์ี่ A แล้ว  f(A) = 0
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3. ให้ f : D  R เม่ือ D  3R  
 f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นเซต S  D  
 และ A เป็นจุดภายในของ S 
 ถ้า f(A) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธท์ี่ A แล้ว  f(A) = 0

  
 

สาํหรับฟังกชั์นของหลายตัวแปรจะได้ 
 
ทฤษฎีบท 3.5.2 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR  
ให้ f เป็นฟังกชั์นที่มีอนุพันธบ์นเซต S  D  
และ A เป็นจุดภายในของ S 
ถ้า f(A) เป็นค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่ A แล้ว  f(A) = 0

  
 

หมายเหตุ บทกลับของทฤษฎีบท 3.5.2 ไม่จริง ตัวอย่างเช่น 
      f(x, y)  = 2x  - 2y  
เพราะว่า    f(x, y)  = (

x
f

 , 

y
f

 )  = (2x, -2y) 

เพราะฉะน้ัน   f(0, 0)  = (0, 0) 
แต่  f(0, 0)  f(r, 0) และ f(0, 0)  f(0, r) ทุกค่า r  0 
เพราะฉะน้ัน f(0, 0) ไม่เป็นค่าสดุขีดสมัพัทธ ์
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บทนิยาม 3.5.3 ให้ f : D  R เม่ือ D  nR   
และ A เป็นจุดภายในของ S  
เรากล่าวว่า A เป็น จุดวิกฤต ของ f  
กต่็อเม่ือ  f(A) = 0

  หรือ  f(A) ไม่มีค่า 
และ จุดวิกฤตของ f ที่ไม่เป็นจุดสดุขีดสมัพัทธ ์ 
เรียกว่า จุดอานมา้ 
 

เพราะฉะน้ัน สาํหรับ f(x, y) = 2x  - 2y   
จะได้ (0, 0) เป็นจุดอานม้า 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.5 
ตวัอย่าง 3.5.3 จงหาจุดวิกฤตของ  
f(x, y) = 2x  + 2y  - 4x - 2y + 8 
วิธีทํา เพราะว่า xf (x, y) = 2x - 4 = 0 เม่ือ x = 2 
และ    yf (x, y) = 2y - 2 = 0 เม่ือ y = 1 
เพราะฉะน้ัน (2, 1) เป็นจุดวิกฤตของ f       
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ทฤษฎีบท 3.5.3 ให้ f : D  R เม่ือ D  2R  
P(a, b) เป็นจุดวิกฤตของ f  
โดยที่ 

x
f

 (a, b) = 0, 

y
f

 (a, b) = 0  

และอนุพันธย่์อยอนัดับที่สองของ f มีความต่อเน่ือง 
บนแผ่นกลมเปิด B(P) 
ให้   A  = xxf (a, b) 
   B = xyf (a, b) 
   C = yyf (a, b) 
จะได้ 
1. ถ้า AC - 2B   0 และ A  0 
 แล้ว f(a, b) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 
2. ถ้า AC - 2B   0 และ A  0 
 แล้ว f(a, b) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f 
3. ถ้า AC - 2B   0  แล้ว (a, b) เป็นจุดอานม้า 
4. ถ้า AC - 2B  = 0  แล้ว เราสรุปไม่ได้ 
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หมายเหตุ ตัวอย่างเสริมความเข้าใจกรณทีี่ 4.  
1. f(x, y) = 2x  + 2y  
ให้ A = xxf (0, 0) = 0, B = xyf (0, 0) = 0, C = yyf (0, 0) = 0 
 AC - 2B  = 0  
แต่ f(x, y) = 2x  + 2y   0 = f(0, 0) ทุก (x, y)  2R  
เพราะฉะน้ัน (0, 0) เป็นจุดที่ให้ค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
 

2. f(x, y) = -( 2x  + 2y ) 
ให้ A = xxf (0, 0) = 0, B = xyf (0, 0) = 0, C = yyf (0, 0) = 0 
 AC - 2B  = 0  
แต่ f(x, y) = -( 2x  + 2y )  0 = f(0, 0) ทุก (x, y)  2R  
เพราะฉะน้ัน (0, 0) เป็นจุดที่ให้ค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
 

3. f(x, y) = 2x  - 2y  
ให้ A = xxf (0, 0) = 0, B = xyf (0, 0) = 0, C = yyf (0, 0) = 0 
 AC - 2B  = 0 
แต่ f(0, 0)  f(r, 0) และ f(0, 0)  f(0, r) ทุกค่า r  
เพราะฉะน้ัน (0, 0) ไม่เป็นจุดที่ให้ค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ 
และ (0, 0) ไม่เป็นจุดที่ให้ค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
เพราะฉะน้ัน (0, 0) เป็นจุดอานม้า 
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ตวัอย่าง 3.5.4 จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์อง  
f(x, y) = xy - 2y  - 2x  - 2x - 2y + 6 (ถ้ามี) 
วิธีทํา โดเมน f คือ 2R   
และทุกจุดใน 2R  เป็นจุดภายในโดเมนของ f 
 xf (x, y) = y - 2x - 2 
 yf (x, y) = x - 2y - 2 
การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = y - 2x - 2  = 0   ... (1) 
และ yf (x, y) = x - 2y - 2  = 0   ... (2) 
จาก (1) และ (2) จุดวิกฤตคือ (-2, -2) 
การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดสมัพทัธแ์บบใด 
 xxf (x, y) = -2  A = xxf (-2, -2) = -2 
 xyf (x, y) = 1   B = xyf (-2, -2) = 1 
 yyf (x, y) = -2  C = yyf (-2, -2) = -2 
เพราะว่า A  0 
และ  AC - 2B  = (-2)(-2) - 1 = 3  0 
เพราะฉะน้ัน (-2, -2) เป็นจุดที่ให้ค่าสงูสดุสมัพัทธ ์ 
และ  
ค่าสงูสดุสมัพัทธท์ี่จุด (-2, -2) คือ f(-2, -2) = 10 
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ตวัอย่าง 3.5.5 จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์อง  
f(x, y) = 4xy + 3 (ถ้ามี) 
วิธีทํา โดเมน f คือ 2R   
และทุกจุดใน 2R  เป็นจุดภายในโดเมนของ f 
 xf (x, y) = 4y 
 yf (x, y) = 4x 
การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = 4y = 0      ... (1) 
และ yf (x, y) = 4x = 0      ... (2) 
จาก (1) และ (2) จุดวิกฤตคือ (0, 0) 
การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดสมัพทัธแ์บบใด 
 xxf (x, y) = 0  A = xxf (0, 0) = 0 
 xyf (x, y) = 4  B = xyf (0, 0) = 4 
 yyf (x, y) = 0  C = yyf (0, 0) = 0 
เพราะว่า AC - 2B  = (0)(0) - 16 = -16  0 
เพราะฉะน้ัน (0, 0) เป็นจุดอานม้า        
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ตวัอย่าง 3.5.6 จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์อง  
f(x, y) = 3x  + 3x 2y  + 3 2y  - 15x + 2 (ถ้ามี) 
วิธีทํา โดเมน f คือ 2R   
และทุกจุดใน 2R  เป็นจุดภายในโดเมนของ f 
    xf (x, y) = 3 2x  + 3 2y  - 15 
    yf (x, y) = 6xy + 6y 
การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = 3 2x  + 3 2y  - 15 = 0  ... (1) 
และ yf (x, y) = 6xy + 6y  = 0   ... (2) 
จาก (2) จะได้    6y(x + 1) = 0 
     y = 0 หรือ x = -1 
จาก (1) เม่ือ y = 0   จะได้ x =  5  
จาก (1) เม่ือ x = -1   จะได้ y =  2 
เพราะฉะน้ันจุดวิกฤตคือ  
( 5 , 0), (- 5 , 0), (-1, 2), (-1, -2) 
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การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดสมัพทัธแ์บบใด 
 A = xxf (x, y) = 6x 
 B = xyf (x, y) = 6y 
 C = yyf (x, y) = 6x + 6 
 
 
 
 
 
 
 
จากตารางข้างต้นสรปุได้ว่า 
1. f มีค่าตํ่าสดุสมัพัทธท์ี่จุด ( 5 , 0)  
 และ ค่าตํ่าสดุสมัพัทธท์ี่จุด ( 5 , 0) คือ 
 f( 5 , 0) = 2 - 10 5  
2. f มีค่าสงูสดุสมัพัทธท์ี่จุด (- 5 , 0)  
 และ ค่าสงูสดุสมัพัทธท์ี่จุด (- 5 , 0) คือ 
 f(- 5 , 0) = 2 + 10 5  
3. จุด (-1, 2) และ (-1, -2) เป็นจุดอานม้า     
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ตวัอย่าง 3.5.7 จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์อง  
f(x, y) = xy + x

1  + y
1  

วิธีทํา โดเมนของ f คือ D = {(x, y)  x  0 และ y  0}  
และทุกจุดใน D เป็นจุดภายในของโดเมน f 
 xf (x, y) = y - 2x

1  

 yf (x, y) = x - 2y
1  

การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = y - 2x

1   = 0    ... (1) 

และ yf (x, y) = x - 2y
1   = 0    ... (2) 

จาก (1) จะได้        2x y - 1 = 0 
       2x y = 1    ... (3) 
จาก (2) จะได้         x 2y  - 1 = 0 
       x 2y  = 1    ... (4) 
จาก (3) และ (4) จะได้ 2x y = x 2y  
เพราะว่า x  0, y  0 เพราะฉะน้ัน x = y   ... (5) 
จาก (3) และ (5) จะได้ x = 1 และ y = 1  
เพราะฉะน้ันจุดวิกฤตคือ (1, 1) 
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การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดสมัพทัธแ์บบใด 
 xxf (x, y) = 3x

2   A = xxf (1, 1) = 2 

 xyf (x, y) = 1   B = xyf (1, 1) = 1 
 yyf (x, y) = 

3y
2   C = yyf (1, 1) = 2 

เพราะว่า A  0 
และ  AC - 2B  = (2)(2) - 1 = 3  0 
เพราะฉะน้ัน (1, 1) เป็นจุดที่ให้ค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
และค่าตํ่าสดุสมัพัทธท์ี่จุด (1, 1) คือ f(1, 1) = 3    
 

หมายเหตุ ที่กล่าวมาทั้งหมดข้างต้น  
เราพิจารณาเฉพาะจุด P(a, b)  
ที่เป็นจุดภายในของโดเมน f เท่าน้ัน  
โดยที่  ถ้า f มีค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่จุด P(a, b)  
  และ อนุพันธย่์อย xf (a, b) และ yf (a, b) มีค่า  
  แล้ว xf (a, b) = 0 และ yf (a, b) = 0 
ซ่ึงจะเหน็ว่า 
ถ้า  อนุพันธย่์อย xf (a, b) และ yf (a, b) มีค่า  
  แต่ มีค่าไม่เท่ากบัศูนย์ 
แล้ว จุด (a, b) ไม่เป็นจุดสดุขีดสมัพัทธข์อง f 

บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 92

ในบางกรณทีี่เราพบว่ามีจุดบางจุด (a, b) ในโดเมน f ที่มีสมบติั 
1.  (a, b) ไม่เป็นจุดภายในของโดเมน f 
2.  อนุพันธย่์อย xf  ไม่มีค่าที่จุด (a, b) 
หรือ อนุพันธย่์อย yf  ไม่มีค่าที่จุด (a, b) 
แต่จุด (a, b) อาจเป็นจุดสดุขีดสมัพัทธข์อง f 
ตัวอย่างเช่น  f(x, y) = 22 yx   
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.5.7 
จะได้  จุด (0, 0) เป็นจุดภายในของโดเมน f  

xf และ yf  ไม่มีค่าที่จุด (0, 0) 
แต่ f(0, 0) = 0  22 yx   = f(x, y) ทุก (x, y)  2R  
เพราะฉะน้ัน f(0, 0) = 0 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์ 
และ เป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณข์อง f ด้วย 
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ทฤษฎีบท 3.5.4 ถ้า f เป็นฟังกชั์นของหลายตัวแปรที่มีความ
ต่อเน่ืองบนเซต D และ D เป็นเซตปิดและมีขอบเขต แล้ว f มีทั้ง
ค่าสงูสดุสมับูรณแ์ละค่าตํ่าสดุสมับูรณบ์น D 
 

ขอ้สงัเกต 
1. ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f บน D อาจเกดิที่จุดขอบ  
 หรือ จุดภายในของ D กไ็ด้ 
2. ถ้าค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f บน D อาจเกดิที่จุดภายใน  
 แล้ว จุดน้ันต้องเป็นจุดวิกฤต 
3. ข้ันตอนในการหาจุดสดุขีดสมับูรณค์วรทาํดังน้ี 
 3.1 หาจุดวิกฤตของ f 
 3.2 หาจุดขอบทั้งหมดของ D ที่อาจให้ค่าสดุขีดสมับูรณ ์
 3.3 เปรียบเทยีบค่าของ f ที่จุดซ่ึงหาได้ในสองขั้นตอนแรก 
  ค่าที่มากที่สดุจะเป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์
  ค่าที่น้อยที่สดุจะเป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์

บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 94

ตวัอย่าง 3.5.8 จงหาค่าสดุขีดสมับูรณข์อง  
f(x, y) = 3xy - 6x - 3y + 7  
บนบริเวณ S บนระนาบ XY ซ่ึงเป็นรูปสามเหล่ียม 
ที่มีจุดยอดที่ (0, 0), (3, 0) และ (0, 5) (ถ้ามี) 
วิธีทํา  
 
 
 

รูปที ่3.5.8 
เพราะว่า D เป็นเซตปิดและมีขอบเขต และ f มีความต่อเน่ืองบน 
D เพราะฉะน้ัน f มีทั้งค่าสงูสดุสมับูรณ ์ และ ค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์
บนเซต D 
 f(x, y)  = 3xy - 6x - 3y + 7 
 xf (x, y) = 3y - 6 
 yf (x, y) = 3x - 3 
การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = 3y - 6 = 0     ... (1) 
และ yf (x, y) = 3x - 3 = 0     ... (2) 
จาก (1) และ (2) จุดวิกฤตคือ (1, 2) 
ต่อไปเราจะพิจารณาที่จุดขอบของ D  
เพราะว่าขอบของเซต D ประกอบด้วยส่วนของเส้นตรง 3 เส้น 
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1. บนส่วนของเส้นตรง 1L  ที่เช่ือมระหว่างจุด (0, 0)  
และ (3, 0) เพราะฉะน้ัน บนส่วนของเส้นตรง 1L  ค่า y = 0 
ให้ u(x) = f(x, 0) = -6x + 7    เม่ือ 0  x  3 
เพราะว่า u(x) = -6  0 เพราะฉะน้ัน ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง u  
เกดิที่จุดปลายของช่วง คือที่ x = 0 และ x = 3 
เพราะฉะน้ันจุดบนส่วนของเส้นตรง 1L   
ที่ให้ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f คือ (0, 0) และ (3, 0) 
 

2. บนส่วนของเส้นตรง 2L  ที่เช่ือมระหว่าง จุด (0, 0) และ  
(3, 0) เพราะฉะน้ัน บนส่วนของเส้นตรง 2L  ค่า x = 0 
ให้ v(y) = f(0, y) = -3y + 7    เม่ือ 0  y  5 
เพราะว่า v(x) = -3  0 เพราะฉะน้ัน ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง v  
เกดิที่จุดปลายของช่วง คือที่ y = 0 และ y = 5 
เพราะฉะน้ันจุดบนส่วนของเส้นตรง 2L   
ที่ให้ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f คือ (0, 0) และ (0, 5) 
 

3. บนส่วนของเส้นตรง 3L  ที่เช่ือมระหว่าง 
 จุด (3, 0) และ (0, 5) 
 เพราะฉะน้ัน บนส่วนของเส้นตรง 3L  จะได้ 
   3

x  + 5
y   = 1 

     y  = -3
5 x + 5  เม่ือ 0  x  3 

 เพราะฉะน้ันบนส่วนของเส้นตรง 3L  จะได้ 
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 f(x, y)  = 3x(-3
5 x + 5) - 6x - 3(-3

5 x + 5) + 7 
    = -5 2x  + 14x - 8 
  ให้ w(x) = -5 2x  + 14x - 8  เม่ือ 0  x  3 
   w(x) = -10x + 14 
 และ w(x) = -10x + 14 = 0 เม่ือ x = 5

7  
 บนส่วนของเส้นตรง 3L  เม่ือ x = 5

7  จะได้ y = 3
8  

 เพราะฉะน้ันค่าสดุขีดสมับูรณข์อง w อาจจะเกดิที่จุด  
 x = 5

7  หรือที่จุดปลายช่วงคือ x = 0, x = 3 
 บนส่วนของเส้นตรง 3L   เม่ือ x = 0 จะได้ y = 5 
        เม่ือ x = 3 จะได้ y = 0 
 เพราะฉะน้ันจุดบน 3L  ที่ให้ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f  
 คือ (5

7 , 3
8), (3, 0) และ (0, 5) 

สรุปจุดที่จะให้ค่าสดุขีดสมับูรณมี์ทั้งหมด 5 จุดคือ 
 (1, 2), (0, 0), (3, 0), (0, 5) และ (5

7 , 3
8) 

ต่อไปเปรียบเทยีบค่าของ f(x, y) ที่แต่ละจุดซ่ึงหาไว้ข้างต้น  
f(1, 2) = 1  f(0, 0) = 7  f(3, 0) = -11 
f(0, 5) = -8  f(5

7 , 3
8) = 5

9  
เพราะฉะน้ัน f มีค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์= -11 ที่จุด (3, 0) 
    f มีค่าสงูสดุสมับูรณ ์= 7 ที่จุด (0, 0)   
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ตวัอย่าง 3.5.9 จงหาค่าสดุขีดสมับูรณข์อง  
f(x, y) = 2 2x  + 2y  บนบริเวณ D 
เม่ือ D = {(x, y)  2x  + 2y   1} 
วิธีทํา  
 
 
 
 

รูปที ่3.5.9 
เพราะว่า D เป็นเซตปิดและมีขอบเขต  
และ f มีความต่อเน่ืองบน D 
เพราะฉะน้ัน f มีทั้งค่าสงูสดุสมับูรณ ์ 
และ ค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์บนเซต D 
 xf (x, y) = 4x 
 yf (x, y) = 2y 
การหาจุดวิกฤต 
  xf (x, y) = 4x = 0      ... (1) 
และ yf (x, y) = 2y = 0      ... (2) 
จาก (1) และ (2) จุดวิกฤตคือ (0, 0) 
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ต่อไปเราจะพิจารณาที่จุดขอบของ D  
เพราะว่าขอบของเซต D ประกอบจุดบนวงกลม 2x  + 2y  = 1 
เพราะฉะน้ัน f(x, y)  = 2 2x  + 2y  
       = 2x  + ( 2x  + 2y ) = 2x  + 1 
ให้ h(x) = 2x  + 1 เม่ือ -1  x  1 
เพราะว่า h(x) = 2x เพราะฉะน้ัน h(x) = 0 เม่ือ x = 0 
เพราะฉะน้ันค่าสดุขีดของ h อาจเกดิที่ x = 0  
หรือ ที่จุดปลายช่วงคือ x = -1, x = 1 
เพราะฉะน้ันจุดบนขอบของ D ที่อาจจะให้ค่าสดุขีดสมับูรณ ์
ของ f คือ (0, 1), (0, -1), (-1, 0), (1, 0) 
สรุป มีจุดทั้งหมด 5 จุดที่มีความเป็นไปได้ที่จะให้ 
ค่าสดุขีดสมับูรณข์อง f  
คือ (0, 1), (0, -1), (-1, 0), (1, 0) และ (0, 0) 
ต่อไปเปรียบเทยีบค่า f(x, y) จาก 5 จุดข้างต้น 
เพราะว่า f(0, 0) = 0  f(0, 1) = 1  f(0, -1) = 1 
   f(-1, 0) = 2  f(1, 0) = 2 
เพราะฉะน้ัน f มีค่าตํ่าสดุสมับูรณท์ี่จุด (0, 0)  
    และ ค่าตํ่าสดุสมับูรณ์ = 0 
    f มีค่าสงูสดุสมับูรณท์ี่จุด (1, 0), (-1, 0)  
    และ ค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์= 2       

บทที่ 3 อนุพนัธข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร 3 - 99

ตวัอย่าง 3.5.10 จงหาขนาดของกล่องรูปทรงสี่เหล่ียมมุมฉาก
ไม่มีฝาปิด ซ่ึงมีปริมาตร 32 ลูกบาศกเ์ซนติเมตร และ มีพ้ืนที่ผวิ
น้อยที่สดุ 
วิธีทํา ให้ A เป็นพ้ืนที่ผวิของกล่อง 
   x เป็นความกว้างของกล่อง 
   y เป็นความยาวของกล่อง 
และ  z เป็นความสงูของกล่อง 
เพราะฉะน้ัน A = xy + 2xz + 2yz = xy + 2(x + y)z 
เพราะว่า กล่องมีปริมาตร 32 ลูกบาศกเ์ซนติเมตร  
เพราะฉะน้ัน xyz = 32 หรือ z = 

xy
32  

เพราะฉะน้ัน  A  = xy + 2(x + y)
xy
32  

      = xy + 
y

64  + x
64  

เพราะฉะน้ัน A เป็นฟังกชั์นของสองตัวแปร x, y  
โดยที่ x  0, y  0 
ให้  f(x, y) = xy + 

y
64  + x

64   

เม่ือ D = {(x, y)  x  0, y  0} 
เพราะว่า D เป็นเซตไม่มีขอบเขต เราจึงไม่ทราบว่า f  
จะมีค่าตํ่าสดุสมับูรณห์รือไม่ แต่ถ้ามีค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์ 
ต้องเกดิที่จุดวิกฤตของ f  
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เพราะฉะน้ันเราจะเร่ิมต้นค้นหาค่าตํ่าสดุสมับูรณด้์วยการหาจุด
วิกฤตของ f 
จาก  f(x, y)  = xy + 

y
64  + x

64  

จะได้ xf (x, y) = y - 2x
64  

  yf (x, y) = x - 2y
64  

การหาจุดวิกฤต 
    xf (x, y) = y - 2x

64  = 0   ... (1) 

และ   yf (x, y) = x - 2y
64  = 0   ... (2) 

จาก (1)    y = 2x
64       ... (3) 

แทนค่าใน (2) จะได้    x - 
64
x 4  = 0 

เพราะว่า x  0 เพราะฉะน้ัน  1 - 
64
x3  = 0 

           x = 4 
จาก (3) จะได้        y = 4 
เพราะฉะน้ันจุดวิกฤตคือ (4, 4) 
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การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดแบบใด 
 xxf (x, y) = 3x

128    A = xxf (4, 4) = 34
128  = 2 

 xyf (x, y) = 1    B = xyf (4, 4) = 1 
 yyf (x, y) = 3y

128    C = yyf (4, 4) = 
34

128  = 2 

เพราะว่า AC - 2B  = (2)(2) - 1 = 3  0 และ A  0 
เพราะฉะน้ัน f(4, 4) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 
จาก x = 4, y = 4 เพราะว่า z = 

xy
32   

เพราะฉะน้ัน z = 2 
เพราะฉะน้ัน กล่องที่ต้องการ มีขนาด  
กว้าง 4 cm ยาว 4 cm และ สงู 2 cm        
 

หมายเหตุ ในตัวอย่างน้ี  
เราไม่ได้แสดงว่าจุด (4, 4) เป็นจุดตํ่าสดุสมับูรณข์อง f  
กเ็พราะว่าสาํหรับฟังกชั์นของสองตัวแปรน้ัน  
การแสดงว่าจุดสดุขีดสมัพัทธเ์ป็นจุดสดุขีดสมับูรณใ์นบางปัญหา
หรือบางฟังกชั์น เป็นเร่ืองที่ค่อนข้างซับซ้อน  
อย่างไรกต็ามสาํหรับปัญหาที่เป็นการประยุกต์ในลักษณะเช่นน้ี  
โดยมาก จุดสุดขีดสมัพทัธ ์ เป็น จุดสุดขีดสมับูรณ ์ โดยอาศัย
การพิจารณาในเชิงเรขาคณติ 
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ตวัอย่าง 3.5.11 จงหาระยะสั้นที่สดุจากจุด (0, 0, 0) ไปยัง
พ้ืนผวิ xy 2z  = 32  
และจุดบนพ้ืนผวิ xy 2z  = 32 ที่อยู่ใกล้จุด (0, 0, 0) มากที่สดุ 
วิธีทํา ให้ d = ระยะทางจากจุด (0, 0, 0) ไปยัง (x, y, z) บน
พ้ืนผวิ xy 2z  = 32 เพราะฉะน้ัน d = 222 zyx   
เพราะฉะน้ัน 2d  = 2x  + 2y  + 2z  
แทนค่า 2z  = 

xy
32  เพราะฉะน้ัน 2d  = 2x  + 2y  + 

xy
32   

ให้ f(x, y) = 2x  + 2y  + 
xy
32  

การหาจุดวิกฤต xf (x, y) = 2x - 
yx

32
2

 = 0 ... (1) 

และ    yf (x, y) = 2y - 2xy
32  = 0 ... (2) 

เพราะว่า xy 2z  = 32 เพราะฉะน้ัน x  0, y  0 
เพราะฉะน้ันจาก (1) จะได้ 2 3x y - 32  = 0 
          3x y  = 16 ... (3) 
เพราะฉะน้ันจาก (2) จะได้ 2x 3y  - 32  = 0 
          x 3y   = 16 ... (4) 
จาก (3) และ (4) จะได้   3x y - x 3y  = 0 
เพราะว่า x  0, y  0 เพราะฉะน้ัน x - y = 0 
           y = x  ... (5) 
จาก (3) และ (5) จะได้ (x = 2, y = 2), (x = -2, y = -2)  
เพราะฉะน้ันจุดวิกฤตของ f คือ (2, 2) และ (-2, -2)  
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การตรวจสอบว่าจุดวิกฤตใหค่้าสุดขีดสมัพทัธแ์บบใด 
 xxf (x, y) = 2 + 

yx
64
3   A = xxf (2, 2) = 6 

 xyf (x, y) = 
22 yx

32   B = xyf (2, 2) = 2 

 yyf (x, y) = 2 + 
yx

64
3   C = yyf (2, 2) = 6 

เพราะว่า A  0 และ AC - 2B  = (6)(6) - 2 = 20  0  
เพราะฉะน้ัน (2, 2) เป็นจุดที่ให้ค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 
ในทาํนองเดียวกนั (-2, -2) เป็นจุดที่ให้ค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 
โดยใช้เหตุผลทางเรขาคณติระยะทางสั้นที่สดุ 
จากจุด (0, 0, 0) ไปยังพ้ืนผวิ xy 2z  = 32 มีได้ค่าเดียวเทา่น้ัน 
เพราะว่า   f(2, 2) = 4 + 4 + 8 = 16 
    f(-2, -2) = 4 + 4 + 8 = 16  
เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f  
เพราะฉะน้ันค่าตํ่าสดุสมับูรณข์อง f คือ 16  
เพราะฉะน้ัน ระยะทางสั้นที่สดุจากจุด (0, 0, 0)  
ไปยังพ้ืนผวิ xy 2z  = 32 มีเท่ากบั 4  
และ จุดบนพ้ืนผวิ xy 2z  = 32 ที่ใกล้จุด (0, 0, 0) มากที่สดุคือ 
จุด (2, 2, 2 2 ), (2, 2, -2 2 ), (-2, -2, 2 2 ), 
 (-2, -2, -2 2 )            
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การตรวจสอบ ค่าสูงสุด และ ตํา่สุด ของฟังกช์นั n ตวัแปร 
P เป็นจุดวิกฤตของ f โดยที่ if  = 0 ที่จุด P ทุก i = 1, 2, ... , n 
และอนุพันธย่์อยอนัดับที่สองของ f  
มีความต่อเน่ืองบนแผ่นกลมเปิด B(P) 

ให้ k  =   

f...fff
:...:::

f...fff
f...fff
f...fff

  

kk3k2k1k

k3333231
k2232221
k1131211

  เม่ือ k = 1, 2, ... , n 

ตัวอย่างเช่น 

1  =   f  11 , 2  =   ff
ff  
2221
1211 , 3  =   

fff
fff
fff

  
333231
232221
131211 , ... , 

และ  n   =   

f...ffkf
:...:::

f...fff
f...fff
f...fff

  

nn3n2n1n

n3333231
n2232221
n1131211

 

สรุป 1. ถ้า 1   0, 2   0, 3   0, 4   0, ...  
   ( i  มีค่าเป็นบวกทุก i = 1, 2, 3, ... , n) 
   แล้ว f(P) เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธข์อง f 
  2. ถ้า 1   0, 2   0, 3   0, 4   0 ...  
   ( i  เม่ือ i = 1, 2, 3, ... , n มีค่าเป็นเป็นบวก 
    และลบสลับกนั เร่ิมต้นด้วย 1   0) 
   แล้ว f(P) เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธข์อง f 
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3.6 ตวัคูณลากรานจ ์
ก่อนศึกษาการหาสดุขีดของฟังกชั์นหลายตัวแปร  
ขอให้ศึกษาการหาค่าสดุขีดของปัญหาน้ีก่อน 
ตวัอย่าง 3.6.1 จงหาค่าสดุขีดของ xy  
เม่ือ x, y เป็นจาํนวนจริงบวก ภายใต้เง่ือนไข x + y = 4 
วิธีทํา 
แทนค่า y = 4 - x ใน xy จะได้ xy = x(4 - x) = 4x - 2x  
ให้     f(x) = 4x - 2x  เม่ือ 0  x  4 
   f (x) = 4 - 2x 
เพราะฉะน้ัน จุดวิกฤตคือ x = 2 
เพราะว่า f (x) = -2  0  
เพราะฉะน้ัน f(2) = 4 เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
เพราะว่า  f (x)  0 เม่ือ 0  x  2  
เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นเพ่ิมบนช่วง (0, 2) 
เพราะว่า  f (x)  0 เม่ือ 2  x  4  
เพราะฉะน้ัน f เป็นฟังกชั์นลดบนช่วง (2, 4) 
เพราะฉะน้ัน f(2) = 4 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณข์อง f 
เพราะฉะน้ัน ค่าสงูสดุของ xy เม่ือ x, y เป็นจาํนวนจริงบวก 
ภายใต้เง่ือนไข x + y = 4 จะมีค่าสงูสดุสมับูรณเ์ท่ากบั 4   
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ในการหาค่าสดุขีดข้างต้นเราใช้การ 
แทนค่า y ด้วย 4 - x เพ่ือเปล่ียน xy  
เป็นฟังกชั์นของหน่ึงตัวแปร f(x)  
จากน้ันจึงใช้วิธหีาค่าสดุขีดของฟังกชั์นหน่ึงตัวแปร  
ซ่ึงถ้าเงื่อนไขบังคับของฟังกชั์นมีความซับซ้อน  
การใช้วิธกีารน้ีมาแก้ปัญหาอาจจะทาํได้ไม่ง่ายนัก  
เพราะฉะน้ันในหัวข้อน้ีเราจะขอแนะนาํอกีวิธกีารหน่ึงซ่ึงง่ายกว่า 
สาํหรับการแก้ปัญหาลักษณะน้ี มีช่ือว่า วิธีตวัคูณลากรานจ ์ 
โดยใช้ผลของทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 3.6.1 ให้ f, g เป็นฟังกชั์นของสองตัวแปร  
ซ่ึงอนุพันธย่์อยมีความต่อเน่ืองบนเซตเปิดที่ครอบคลุมเส้นโค้ง  
g(x, y) = 0 โดยที่  g(x, y)  0

  ทุกจุด (x, y) บนเส้นโค้งน้ี 
ถ้า  f มีค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่จุด (a, b)  
  ซ่ึงเป็นจุดภายในของเส้นโค้งน้ี 
แล้ว เวกเตอร์เกรเดียนต์  f(a, b)  
  และ เวกเตอร์เกรเดียนต์  g(a, b) ขนานกนั 
น่ันคือ มีจาํนวนจริง  ที่ทาํให้  f(a, b) =   g(a, b) 
 

หมายเหตุ จาํนวนจริง  เรียกว่า ตวัคูณลากรานจ ์และ  
เรียกวิธกีารหาค่าสดุขีดโดยใช้ทฤษฎีบทน้ีว่า วิธีตวัคูณลากรานจ ์
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ตวัอย่าง 3.6.2 จงหาค่าสดุขีดของ f(x, y) = xy เม่ือ x, y เป็น
จาํนวนจริงบวก 
ภายใต้เง่ือนไข x + y = 4 โดยวิธตัีวคูณลากรานจ์ 
วิธีทํา ให้    f(x, y) = xy  เม่ือ x  0, y  0 
     g(x, y) = x + y - 4 = 0  ... (1) 
จากสมการ     f(x, y) =   g(x, y)  ... (2) 
      (

x
f

 , 

y
f

 ) =  (

x
g

 , 

y
g

 ) 

       (y, x) =  (1, 1) 
        = (, ) 
เพราะฉะน้ัน y =  และ x =   
จาก (1) จะได้   +  - 4 = 0 
           = 2 
เพราะฉะน้ัน x = 2, y = 2 
เพราะฉะน้ันจุด (x, y) ทั้งหมดที่สอดคล้อง (1) และ (2)  
คือ (2, 2) 
เพราะว่า f(x, y) = xy = x(4 - x) = 4x - 2x   
     = 4 - (2 - x)2  
      4 = f(2, 2) 
เพราะฉะน้ัน f(2, 2) = 4 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์     
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ตวัอย่าง 3.6.3 จงหาค่าสดุขีดของ f(x, y) = xy  
ภายใต้เง่ือนไข 2x  + 2y  = 1 โดยวิธตัีวคูณลากรานจ์ 
วิธีทํา ให้   f(x, y) = xy 
    g(x, y) = 2x  + 2y  - 1 = 0  ... (1) 
จากสมการ    f(x, y) =   g(x, y)   ... (2) 
     (

x
f

 , 

y
f

 ) =  (

x
g

 , 

y
g

 ) 

      (y, x) =  (2x, 2y)  = ( 2x,  2y) 
เพราะฉะน้ัน  y =  2x  และ  x =  2y 
      = 

x2
y   และ   = 

y2
x  

เพราะฉะน้ัน 
x2
y  = 

y2
x  เพราะฉะน้ัน 2x  = 2y  

จาก (1) จะได้ 2x  + 2x  - 1 = 0 เพราะฉะน้ัน  x = 
2

1  
เพราะฉะน้ันจุด (x, y) ทั้งหมดที่สอดคล้อง (1) และ (2) คือ  
(

2
1 , 

2
1 ), (

2
1 , -

2
1 ), (-

2
1 , 

2
1 ) และ (-

2
1 , -

2
1 ) 

เพราะว่า f(
2

1 , 
2

1 ) = 2
1    f(

2
1 , -

2
1 ) = -2

1  
   f(-

2
1 , 

2
1 ) = - 2

1   f(-
2

1 , -
2

1 ) = 2
1  

เพราะฉะน้ัน 
ค่าสงูสดุของ f คือ 2

1  เกดิที่ (
2

1 , 
2

1 ), (-
2

1 , -
2

1 ) 

ค่าตํ่าสดุของ f คือ - 2
1  เกดิที่ (

2
1 , -

2
1 ), (-

2
1 , 

2
1 )  
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ตวัอย่าง 3.6.4 จงหาขนาดของรูปสี่เหล่ียมผนืผ้าซ่ึงเส้นรอบรูป
มีความยาว 100 เซนติเมตร และมีพ้ืนที่มากที่สดุ  
โดยวิธตัีวคูณลากรานจ์ 
วิธีทํา ให้ x = ความยาวของรูปสี่เหล่ียมผนืผ้า 
   y = ความกว้างของรูปสี่เหล่ียมผนืผ้า 
และ  A = พ้ืนที่ของรูปสี่เหล่ียมผนืผ้า 
เพราะฉะน้ัน A = xy และ  
ความยาวเส้นรอบรปู = 2x + 2y = 100 
ให้  f(x, y) = xy   เม่ือ x  0, y  0 
 g(x, y) = x + y - 50 = 0      ... (1) 
ปัญหาขณะน้ีจึงเป็น การหาค่าสงูสดุของ f(x, y) = xy  
ภายใต้เง่ือนไข g(x, y) = 0 โดยวิธตัีวคูณลากรานจ์ 
จากสมการ     f(x, y) =   g(x, y)  ... (2) 
      (

x
f

 , y

f

 ) =  (

x
g

 , y

g

 ) 

          (y, x) =  (1, 1) 
        = (, ) 
เพราะฉะน้ัน x =   และ y =  
จาก (1) จะได้       +  - 50 = 0 
         = 25 
เพราะฉะน้ัน x = y = 25 
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เพราะฉะน้ันจุด (x, y) ทั้งหมดที่สอดคล้อง (1) และ (2)  
คือ (25, 25) 
เพราะว่า f(x, y) = xy  
     = x(50 - x)  
     = 50x - 2x   
     = 625 - (25 - x)2  
      625  
     = f(25, 25) 
เพราะฉะน้ัน f(25, 25) = 625 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์   
 
ทฤษฎีบท 3.6.2  
ให้ f, g เป็นฟังกชั์นของสามตัวแปร ซ่ึงอนุพันธย่์อย 
มีความต่อเน่ืองบนเซตเปิดที่ครอบคลุมพ้ืนผวิ g(x, y, z) = 0  
โดยที่  g(x, y, z)  0

  ทุกจุด (x, y, z) บนพ้ืนผวิน้ี 
ถ้า f มีค่าสดุขีดสมัพัทธท์ี่จุด (a, b, c) ซ่ึงเป็นจุดภายในของ
พ้ืนผวิน้ี 
แล้ว เวกเตอร์เกรเดียนต์  f(a, b, c) และ เวกเตอร์เกรเดียนต์ 
 g(a, b, c) ขนานกนั 
น่ันคือมีจาํนวนจริง  ที่ทาํให้  f(a, b, c) =   g(a, b, c) 
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ตวัอย่าง 3.6.5 จงหาค่าสดุขีดของ 2x + 4y + 3 2z  
ภายใต้เง่ือนไข 2x  + 2y  + 2z  = 1 
วิธีทํา ให้    f(x, y, z) = 2x + 4y + 3 2z  
และ          g(x, y, z) = 2x  + 2y  + 2z  - 1 = 0  ... (1) 
จากสมการ  f(x, y, z) =   g(x, y, z)   ... (2) 
จะได้      ( f

x



, f
y



, f
z



) =  ( g
x



, g
y



, g
z



) 

                 (2, 4, 6z) =  (2x, 2y, 2z) 
                               = (2  x, 2  y, 2  z) 
เพราะฉะน้ัน             2 = 2  x      ... (3) 
                            4 = 2  y      ... (4) 
                           6z = 2  z      ... (5) 
จาก (5) จะได้ z = 0 หรือ  = 3 
กรณีที ่1 z = 0 
จาก (3) จะได้ x = 1


 และ จาก (4) จะได้ y = 2


  

แทนค่า x, y, z ใน (1) จะได้ ( 1


)2 + ( 2


)2 + 0 - 1 = 0 
                                                               2

5


 = 1 

                                                             =  5   
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ถ้า  = 5  แล้ว x = 1
5

, y = 2
5

 

ถ้า  = - 5  แล้ว x = - 1
5

, y = - 2
5

 
ดังน้ัน ในกรณทีี่ 1 น้ีจุด (x, y, z) ที่สอดคล้อง (1) และ (2)  
คือ ( 1

5
, 2

5
, 0) และ (- 1

5
, - 2

5
, 0) 

กรณีที ่2  = 3 
จาก (3) จะได้ x = 1

3  และ จาก (4) จะได้ y = 2
3   

แทนค่า x, y ใน (1) จะได้ 1
9  + 4

9  + 2z  - 1 = 0 
                                                   2z  = 4

9  
                                                     z =  2

3  
ดังน้ัน ในกรณทีี่ 2 น้ีจุด (x, y, z) ที่สอดคล้อง (1) และ (2)  
คือ (1

3 , 2
3 , 2

3 ) และ (1
3 , 2

3 , - 2
3 ) 

จากทั้งสองกรณจุีด (x, y, z) ทั้งหมดที่สอดคล้อง (1) และ (2)  
คือ ( 1

5
, 2

5
, 0), (- 1

5
, - 2

5
, 0), (1

3 , 2
3 , 2

3 )  
และ (1

3 , 2
3 , - 2

3 ) 
เพราะว่า f( 1

5
, 2

5
, 0) = 10

5
, f(- 1

5
, - 2

5
, 0) = - 10

5
,  

               f(1
3 , 2

3 , 2
3 ) = 14

3 , f(1
3 , 2

3 , - 2
3 ) = 14

3  
เพราะฉะน้ัน ค่าสงูสดุของ f คือ 14

3  ซ่ึงเกดิที่จุด  
(1

3 , 2
3 , 2

3 ) และ (1
3 , 2

3 , - 2
3 ) 

และ ค่าตํ่าสดุของ f คือ - 10
5

 ซ่ึงเกดิที่จุด (- 1
5

, - 2
5

, 0)  
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แบบฝึกหดั 3.1 
1. จงหาเวกเตอร์เกรเดียนต์ของฟังกชั์น f ที่กาํหนดให้ต่อไปนี้  
 1.1 f(x, y) = 2x 2y  + 2xy + y xe  1.2 f(x, y) = n( 2x  + xy + 2y ) 

 1.3 f(x, y) = 2cos (2x + 3y)  1.4 f(x, y, z) = zy
yx


  

2. จงหาอนุพันธข์องฟังกชั์น f ที่จุด A ที่กาํหนดให้ ในทศิทางของเวกเตอร์ V
  ที่กาํหนดให้ต่อไปนี้  

 2.1 f(x, y) = 2x  + 3xy + 4y    ; A(1, 2)   ; V
  = (3, 4) 

 2.2 f(x, y) = sin(x + y) cos(x - y)  ; A( 3
 , 4

 )   ; V
  = (-5, 12) 

 2.3 f(x, y) = x 2y yx     ; A(2, 1)   ; V
  = ( 3 , 1) 

3. กาํหนดให้ f(x, y) = 3xy  จงหาอนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 2) ในทศิทางที่ทาํมุม 45 องศากบัแกน X ทางด้านบวก 

4. กาํหนดให้ f(x, y) = 22

2

yx
xy25


 จงหาอนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2) ในทศิทางจากจุด (2, 3) ไปยังจุด (5, 7) 

5. กาํหนดให้ f(x, y, z) = y4yzzx 22    
 จงหาอนุพันธข์อง f ที่จุด (2, 1, 3) ในทศิทางจากจุด (1, 1, 1) ไปยังจุด (4, -1, -5) 
6. กาํหนดให้ f(x, y, z) = 2x y ze  จงหาอนุพันธข์อง f ที่จุด (1, 2, 0) เทยีบกบัเวกเตอร์ (3, -1, 2) 
7. กาํหนดให้ f(x, y) = 4 2x y + n(xy) 
 จงหาทศิทางซ่ึงทาํให้อตัราการเปล่ียนแปลงของ f มค่ีาเพ่ิมขึ้นมากที่สดุที่จุด (1, 1)  
 และ จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่มากที่สดุนั้น 
8. กาํหนดให้ f(x, y) = 

22 yx

x


  

 จงหาทศิทางซ่ึงทาํให้อตัราการเปล่ียนแปลงของ f มค่ีาลดลงน้อยที่สดุที่จุด (3, 4)  
 และ จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่น้อยที่สดุนั้น 
9. กาํหนดให้ f(x, y) = sin(x + 2y)cos(2x + y)  
 จงหาทศิทางซ่ึงทาํให้อตัราการเปล่ียนแปลงของ f มเีท่ากบัศนูย์ที่จุด ( 6

 , 2
 ) 

10. กาํหนดให้ f(x, y, z) = xy zxy  ) 
 จงหาทศิทางซ่ึงทาํให้อตัราการเปล่ียนแปลงของ f มค่ีาเพ่ิมขึ้นมากที่สดุที่จุด (1, 1, 3)  
 และ จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่มากที่สดุนั้น 
11. กาํหนดให้ f(x, y, z) = xy + n( 2x  + 2y 2z ) 
 จงหาทศิทางซ่ึงทาํให้อตัราการเปล่ียนแปลงของ f มค่ีาลดลงน้อยที่สดุที่จุด (1, 1, 1)  
 และ จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงที่น้อยที่สดุนั้น 
เฉลยแบบฝึกหดั 3.1 
1. 1.1  f = (2x 2y  + 2y + y xe , 2 2x y + 2x + xe )  1.2  f = ( 22 yxyx

yx2


 , 22 yxyx
y2x


 ) 

 1.3  f = (-4 cos(2x + 3y) sin(2x + 3y), -6 cos(2x + 3y) sin(2x + 3y)) 
 1.4  f = ( zy

1


, 2)zy(
zx


 , 2)zy(

yx


 ) 

2. 2.1 5
164   2.2 26

5    2.3 2
3  + 3  

3. 2 2    4. 5
52    5. - 7

5     6. 15 

7. (9, 5), 106  8. (-16, 12), - 25
4  9. (-7, 5) หรือ (7, -5) 10. (9, 9, 1), 4

163  
11. (-2, -2, -1), -3 
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แบบฝึกหดั 3.2 
1. กาํหนดให้ y เป็นฟังกชั์น x ที่นิยามโดยปริยาย จงหาสตูร dx

dy  และค่า dx
dy  ที่จุดกาํหนดให้ 

 1.1 2x  + 4xy + 2y  = -2   ที่จุด (1, -1) 
 1.2 sin(x + 2y) + cos(2x + y) = 1  ที่จุด ( 6

 , 6
 ) 

2. กาํหนดให้ z เป็นฟังกชั์นของตัวแปร x, y ที่นิยามโดยปริยาย  
 จงหาสตูร x

z

  และ y

z

  และค่าของ x

z

  และ y

z

  ที่จุดกาํหนด 

 2.1 2x  + 2 2y  + 2z  + 3xyz - 4 = 0  ที่จุด (1, 2, -1) 
 2.2 sin(x + z) + cos(y + 2z) = 1  ที่จุด ( 3

 , 6
 , 6

 ) 

 2.3 zy
zx


  + zx

zy

  = 2

5     ที่จุด (6, 1, 4) 

 2.4 y
x  + z

y  + x
z  = 5    ที่จุด (1, 2, 4) 

 2.5 z xe  + 2z ye  + xy = 3   ที่จุด (0, 0, 1) 
3. กาํหนดให้ x, y เป็นฟังกชั์นของ z ที่นิยามโดยปริยายด้วยสมการ  
 จงหาสตูรของ dz

dx  และ dz
dy  ที่จุดใด ๆ และค่าของ dz

dx  และ dz
dy  ที่จุดกาํหนดให้ 

 3.1 2x  + 2y  + z = 4  และ  2x + 3y + 4z = 13  ที่จุด (1, 1, 2) 
 3.2 xy + z + x = 4  และ  xz + xy - x = 2  ที่จุด (1, 2, 1) 
 3.3 2x  + 2y  + z = 4  และ  x + 2y + z = 3  ที่จุด (2, 1, -1) 
4. กาํหนดให้ u, v เป็นฟังกชั์นของ x, y นิยามโดยปริยายด้วยสมการ 
   2x + 3y + u + v = 9  
 และ     3x + 4y + uv = 5 
 จงหา x

u

 , x

v

 , y

u

  และ y

v

  เมื่อ x = 1, y = 2, u = -2, v = 3 

5. กาํหนดให้ u, v เป็นฟังกชั์นของ x, y นิยามโดยปริยายด้วยสมการ  
        u cos v +x - 3 = 0 
 และ  u sin v + y - 2 3  = 0 
 จงหา x

u

 , x

v

 , y

u

  และ y

v

  เมื่อ x = 2, y = 3 , u = 2, v = 3

  

6. กาํหนดให้ u, v, w เป็นฟังกชั์นของ x, y, z นิยามโดยปริยายด้วยสมการ 
   u cos v - x = 0 
   u sin v - y = 0 
 และ        z - w = 0 
 จงหา x

u

 , y

u

 , z

u

  เมื่อ x = 1, y = 3 , z = 4, u = 2, v = 3

 , w = 4 
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เฉลยแบบฝึกหดั 3.2 
1. 1.1 dx

dy  = - yx2
y2x


     dx

dy
1) (1,   = 1 

 1.2 dx
dy  = - )yx2sin()y2xcos(2

)yx2sin(2)y2xcos(

   dx

dy
)6 , 6(   = -2 

2. 2.1 x
z

  = - xy3z2

yz3x2

     y

z

  = - xy3z2

xz3y4

   

  x
z



1) 2, (1,   = 1    y
z



1) 2, (1,   = -1.25 

 2.2 x
z

  = - )z2ysin(2)zxcos(

)zxcos(


   y
z

  = )z2ysin(2)zxcos(

)z2ysin(


   

  x
z



)6 , 6 , 3(   = 0    y
z



)6 , 6 , 3(   = -0.5 

 2.3 x
z

  = yx

zy

      y

z

  = - yx

zx

  

  x
z



4) 1, (6,  = 1    y
z



4) 1, (6,  = -2 

 2.4 x
z

  = 

)zxy(xy
)yzx(z

2

22



     y
z

  = -

)zxy(y
)yxz(xz

22

2



  

  x
z



4) 2, (1,  = 4    y
z



4) 2, (1,  = 0 

 2.5 x
z

  = - yx

x

e2e
yze



     y
z

  = - yx

y

e2e
xze2


  

  x
z



1) 0, (0,  = - 3
1     y

z



1) 0, (0,  = - 3
2  

3. 3.1 dz
dx  = - y4x6

y83

     dz

dy  = - y4x6
2x8


  

  dz
dx

2) 1, (1,  = 2
5     dz

dy
2) 1, (1,  = -3 

 3.2 dz
dx  = - xzx2

xx 2


     dz

dy  = - xzx2
1yzxxy


  

  dz
dx

1) 2, (1,  = 0    dz
dy

1) 2, (1,  = -1 

 3.3 dz
dx  = - y2x4

y22

     dz

dy  = - y2x4
1x2


  

  dz
dx

1) 1, (2,   = 0    dz
dy

1) 1, (2,   = -0.5 

4. x
u

  = -1.4, x

v

  = -0.6, y

u

  = -2, y

v

  = -1 

5. x
u

  = -0.5, x

v

  = 4

3 , y
u

  = - 2

3 , y
v

  = -0.25 

6. x
u

  = 2

1 , y
u

  = 2 3 , z

u

  = 0 
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แบบฝึกหดั 3.3 
จงหา สมการของระนาบสมัผัส และ สมการของเส้นแนวฉาก ของพ้ืนผวิ S ที่จุด A ตามที่กาํหนดให้ 
1. พ้ืนผวิ 2x  + 2y  – 4z = 1      ที่จุด A(1, 2, 1) 
2. พ้ืนผวิ 3x  + 3y  + 3z  – 8xy = 0     ที่จุด A(4, 2, 3) 
3. พ้ืนผวิ y

x  + z
y2  + x

z3  = 6      ที่จุด A(2, 1, 2) 

4. พ้ืนผวิ 4x  + 4xy + 4y  - 4z  + 7 = 0    ที่จุด A(–2, 1, 2) 
5. พ้ืนผวิ 2x  + 2z  + 4y = 0      ที่จุด A(0, –1, 2) 
6. พ้ืนผวิ 2x  + 2y  + 2z  – 6z + 7 = 0    ที่จุด A(0, –1, 2) 
7. พ้ืนผวิ 2x  + 2y  – 2z  + 2x 2y  = 13    ที่จุด A(3, 2, 6) 
8. พ้ืนผวิ xy + 3yz + 2zx – xyz = 9    ที่จุด A(1, 1, 2) 
 จงหา สมการของเส้นสมัผสัเส้นโค้ง C ที่เกดิจากพ้ืนผวิ 1S  และ 2S  ตัดกนัที่จุด A ตามที่กาํหนดให้ 
9. 1S  : 2x  + 2y  = z + 9, 2S  : z = xy + 2yz – 4xz + 2 = 0 ที่จุด A(2, 3, 4) 
10. 1S  : y = 2x  – 15, 2S  : z = 2y  + 1     ที่จุด A(4, 1, 2) 
11. 1S  : z = 4 2x  – 9, 2S  : x = 34 – 2 2y     ที่จุด A(2, 4, 7) 
12. จงแสดงว่า  
 พ้ืนผวิ 2x  + 2y  + 4z = 0 และ 2x  + 2y  + 2z  + 6z + 1 = 0 สมัผสักนัที่จุด (0, 2, –1) 
13. ให้ A เป็นจุดบนพ้ืนผวิทรงกลม 2x  + 2y  + 2z  = 25 
 จงแสดงว่า เส้นแนวฉาก ของพ้ืนผิว S ที่จุด A ผ่านจุด (0, 0, 0) 
14. ให้ A เป็นจุดบนพ้ืนผวิทรงกลม (x – 1) 2  + (y – 2) 2  + (z – 3) 2  = 25 
 จงแสดงว่า เส้นแนวฉาก ของพ้ืนผิว S ที่จุด A ผ่านจุด (1, 2, 3) 
เฉลยแบบฝึกหดั 3.3 
1. สมการของระนาบสมัผสั   x + 2y – 2z = 3 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 1 + t, y = 2 + 2 t, z = 1 – 2 t 
2. สมการของระนาบสมัผสั   32x – 20y + 27z = 169 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 4 + 32 t, y = 2 – 20 t, z = 3 + 27 t 
3. สมการของระนาบสมัผสั   x + 2y – 2z = 0 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 2 – t, y = 1 – 2 t, z = 2 + 2 t 
4. สมการของระนาบสมัผสั   7x + y + 8z = 3 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = –2 + 7 t, y = 1 + t, z = 2 + 8 t 
5. สมการของระนาบสมัผสั   y + z = 1 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 0, y = –1 + t, z = 2 + t 
6. สมการของระนาบสมัผสั   y + z = 1 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 0, y = –1 + t, z = 2 + t 
7. สมการของระนาบสมัผสั   15x + 20y – 6z = 49 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 3 + 15 t, y = 2 + 20 t, z = 6 – 6 t 
8. สมการของระนาบสมัผสั   3x + 5y + 4z = 16 
 สมการของเส้นแนวฉาก   x = 1 + 3 t, y = 1 + 5 t, z = 2 + 4 t 
9. สมการของเส้นสมัผสั   x = 2 – 2 t, y = 3 + 21 t, z = 4 + 118 t 
10. สมการของเส้นสมัผสั   x = 4 + t, y = 1 + 8 t, z = 2 + 16 t 
11. สมการของเส้นสมัผสั   x = 2 – 16 t, y = 4 + t, z = 7 - 256 t 
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แบบฝึกหดั 3.5 
1. จงหาจุดวิกฤตของฟังกชั์นต่อไปนี้  
 1.1 f(x, y) = 2x  - 4y  - 4x - 12 2y  
 1.2 f(x, y) = 16 - 20y6x4yx 22   
2. จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์องฟังกชั์นต่อไปนี้  (ถ้าม)ี 
 2.1 f(x, y) = 2x  + xy + 2y  - 3x + 3y + 24 
 2.2 f(x, y) = 18 2x  - 32 2y  - 36x - 128y - 110 
 2.3 f(x, y) = 2x  + xy + 2y  - 3x 
 2.4 f(x, y) = 3xy - 3x  - 3y  
 2.5 f(x, y) = 2x  + 2 2y  - 2x y 
 2.6 f(x, y) = 4 + 4x + 4y + 2xy - 5 2x  - 2 2y  
 2.7 f(x, y) = 4xy - 4x  - 4y  
 2.8 f(x, y) = y

1  - x
1  - 4x + y 

 2.9 f(x, y) = 2 2x  + 2y  + 
yx

2
2  

3. จงหาค่าสดุขีดสมัพัทธข์องฟังกชั์นต่อไปนี้  (ถ้าม)ี 
 f(x, y) = sin(x + y) + sin x + sin y เมื่อ 0  x  2

 , 0  y  2
  

4. จงหาค่าสดุขีดสมับูรณ์ของฟังกชั์น f บนเซต D ที่กาํหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้  (ถ้ามี) 
 4.1 f(x, y) = 48xy - 32 3x  - 24 2y  D = {(x, y)  0  x  1, 0  y  1} 
 4.2 f(x, y) = xy - x - 3y  D เป็นบริเวณสามเหล่ียมที่มีจุดยอดเป็น (0, 0), (0, 4) และ (5, 0) 
 4.3 f(x, y) = 2x  - 3 2y  - 2x + 6y D เป็นบริเวณสี่เหล่ียมที่มีจุดยอดเป็น (0, 0), (0, 2), (2, 2), (2, 0) 
 4.4 f(x, y) = 2x  + 2 2y  - x  D = {(x, y)  2x  + 2y   4} 
5. จงหาจาํนวนจริงบวกสามจาํนวนซึ่งรวมกนัได้ 27 และผลบวกกาํลังสองมีค่าน้อยที่สดุ 
6. สามเหล่ียมที่มเีส้นรอบรปูยาวคงที่ จะมีพ้ืนที่ที่สดุเมื่อเป็นสามเหลี่ยมชนิดใด 
7. จงหาจาํนวนจริงบวกสามจาํนวนซึ่งรวมกนัได้ 50 และผลคูณมีค่ามากที่สดุ 
8. จงหาระยะทางใกล้ที่สดุจากจุดกาํเนิดไปยังพ้ืนผิว 2x  - yz = 5 
9. จงหาจุดบนพ้ืนผวิ xyz = 1 ที่อยู่ใกล้จุดกาํเนิดมากที่สดุ 
10. จงหาจุดบนระนาบx - y + 3z = 7 ที่อยู่ใกล้จุด (2, -1, 4) มากที่สดุ พร้อมทั้งหาระยะทางที่ใกล้ที่สดุนั้น 
11. จงหาจุดในอฐัภาคที่ 1 ซ่ึงอยู่บนระนาบ x + y + z = 50 และทาํให้ f(x, y, z) = x 2y 3z  มีค่ามากที่สดุ 
12. กล่องรปูทรงสี่เหล่ียมมุมฉากมีฝาปิดใบหนึ่งมีปริมาตร 16 ลูกบาศกเ์มตร ทาํมาจากวัสดุสองชนิด ก้นกล่องและฝากล่อง

ทาํจากวัสดุที่มีราคา 10 บาทต่อตารางเมตร ส่วนด้านข้างของกล่องทาํจากวัสดุที่มีราคา 5 บาทต่อตารางเมตร จงหาขนาด
ของกล่องที่ทาํให้เสยีค่าวัสดุน้อยที่สดุ 
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เฉลยแบบฝึกหดั 3.5 
1. 1.1 (2, 0)     1.2 (2, 3) 
2. 2.1 f(3, -3) = 15 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์2.2 (1, -2) เป็นจุดอานม้า 
 2.3 f(2, -1) = -3 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
 2.4 (0, 0) เป็นจุดอานม้า และ f(1, 1) = 1 เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
 2.5 (2, 1), (-2, 1)  เป็นจุดอานม้า f(0, 0) = 0 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
 2.6 f( 3

2 , 3
4 ) = 8 เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์

 2.7 f(1, 1) = f(-1, -1) = 2 เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์และ (0, 0) เป็นจุดอานม้า 
 2.8 f( 2

1 , -1) = -6 เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์
  f(- 2

1 , 1) = 6 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์
  ( 2

1 , 1), (- 2
1 , -1) เป็นจุดอานม้า 

 2.9 f(1, 1), f(-1, 1) = 5 เป็นค่าตํ่าสดุสมัพัทธ ์

3. f( 3
 , 3

 ) = 2
33  เป็นค่าสงูสดุสมัพัทธ ์

4. 4.1 f(1, 0) = -32 เป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณ์   f( 2
1 , 2

1 ) = 2 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์
 4.2 f(0, 4) = -12 เป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณ์   f(0, 0) = 0 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ์ 
 4.3 f(1, 0) = f(1, 2) = -1 เป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณ์ f(0, 1) = f(2, 1) = 3 เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์
 4.4 f( 2

1 , 0) = - 4
1  เป็นค่าตํ่าสดุสมับูรณ ์

  f(- 2
1 , 2

15 ) = f(- 2
1 , - 2

15 ) = 4
33  เป็นค่าสงูสดุสมับูรณ ์

5. 9, 9, 9 
6. สามเหล่ียมด้านเท่า 
7. 3

50 , 3
50 , 3

50  
8. 5  
9. (1, 1, 1), (-1, -1, 1), (-1, 1, -1), (1, -1, -1) 
10. ( 11

14 , - 11
3 , 11

20 ), 
11
8  

11. ( 3
25 , 3

50 , 25) 
12. กว้าง 2 เมตร ยาว 2 เมตร และสงู 4 เมตร 
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แบบฝึกหดั 3.6 
1. จงหาค่าสดุขีดของ f ภายใต้เงื่อนไขที่กาํหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้  
 1.1  f(x, y) = xy      ภายใต้เงื่อนไข  4 2x  + 8 2y  = 16 
 1.2  f(x, y) = 4 3x  + 2y     ภายใต้เงื่อนไข  2 2x  + 2y  = 1 
 1.3  f(x, y) = 25 - 2x  - 2y   ภายใต้เงื่อนไข  2x  + 2y  - 4y = 0 
 1.4  f(x, y, z) = 2x + y - 2z   ภายใต้เงื่อนไข  2x  + 2y  + 2z  = 4 
 1.5  f(x, y, z) = 2x  + 2y  + 2z   ภายใต้เงื่อนไข  3x - 2y + z - 4 = 0 
 1.6  f(x, y, z) = 3x  + 3y  + 3z   ภายใต้เงื่อนไข  2x  + 2y  + 2z  = 9 
 1.7  f(x, y, z) = xy + z    ภายใต้เงื่อนไข  2x  + 2y  + 2z  = 1 
2. จงหาจุดบนเส้นตรง y = 2x + 3 ซ่ึงอยู่ใกล้จุด (4, 2) มากที่สดุ 
3. จงหาจุดบนระนาบ 4x + 3y + z = 2 ซ่ึงอยู่ใกล้จุด (1, -1, 1) มากที่สดุ 
4. จงหาค่าสงูสดุของ f(x, y) = 2y - x บนเส้นโค้ง y = sin x เมื่อ 0  x  2   
5. จงหาจุดบนพ้ืนผวิ xyz = 25 ที่ทาํให้ f(x, y, z) = 3x + 5y + 9z มีค่าน้อยที่สดุ 
6. จงหาจุดในอฐัภาคที่หนึ่งซ่ึงสอดคล้องกบัสมการ x + 2y + 3z = 24  
 และทาํให้ f(x, y, z) = xy 2z  มีค่ามากที่สดุ พร้อมทั้งหาค่ามากที่สดุนี้  
7. จงหาจุดบนทรงกลม 2x  + 2y  + 2z  = 36 ซ่ึงอยู่ใกล้ที่สดุ  
 และไกลที่สดุจากจุด (1, 2, 2) 
8. จงหาจุดบนทรงกลม 2x  + 2y  + 2z  = 1 ที่ทาํให้ f(x, y, z) = xyz มีค่าสดุขีด 
9. จงหาขนาดของกล่องรปูทรงสี่เหล่ียมมุมฉากที่มปีริมาตรมากที่สดุ และสามารถบรรจุ 

  ในพ้ืนผวิ 2
2

a
x  + 2

2

b
y  + 2

2

c
z  = 1 เมื่อ a, b และ c เป็นจาํนวนจริงบวก 

10. จงหาระยะทางที่ใกล้ที่สดุและไกลที่สดุ  

 จากจุดกาํเนิดไปยังพ้ืนผิว 9
x2  + 4

y2
 + 2z  = 1 
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เฉลยแบบฝึกหดั 3.6 
1. 1.1  ค่าสงูสดุ = 2    เกดิที่ ( 2 , 1) และ (- 2 , -1) 
  ค่าตํ่าสดุ = - 2   เกดิที่ (- 2 , 1) และ ( 2 , -1) 
 1.2  ค่าสงูสดุ = 2    เกดิที่ (

2
1 , 0) 

  ค่าตํ่าสดุ = - 2   เกดิที่ (-
2

1 , 0) 

 1.3  ค่าสงูสดุ = 25   เกดิที่ (0, 0) 
  ค่าตํ่าสดุ = 9   เกดิที่ (0, 4) 
 1.4  ค่าสงูสดุ = 6   เกดิที่ ( 3

4 , 3
2 , - 3

4 ) 
  ค่าตํ่าสดุ = -6   เกดิที่ (- 3

4 , - 3
2 , 3

4 ) 
 1.5  ค่าตํ่าสดุ = 49

56    เกดิที่ ( 7
6 , - 7

4 , 7
2 ) 

 1.6 ค่าสงูสดุ = 27   เกดิที่ (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3) 
  ค่าตํ่าสดุ = -27   เกดิที่ (-3, 0, 0), (0, -3, 0), (0, 0, -3) 
 1.7  ค่าสงูสดุ = 1   เกดิที่ (0, 0, 1) 
  ค่าตํ่าสดุ = -1   เกดิที่ (0, 0, -1) 
2. ( 5

2 , 5
19 ) 

3. (1, -1, 1) 
4. 3  - 3

  เกดิที่ ( 3
 , 2

3 ) 
5. (5, 3, 3

5 ) 
6. (6, 3, 4), 288 
7. จุดที่อยู่ใกล้ที่สดุคือ (2, 4, 4) และจุดที่อยู่ไกลที่สดุคือ (-2, -4, -4) 

8. ค่าสงูสดุ = 9
3  

 เกดิที่ (
3

1 , 
3

1 , 
3

1 ), (
3

1 , -
3

1 , -
3

1 ), (-
3

1 , 
3

1 , -
3

1 )  

  และ (-
3

1 , -
3

1 , 
3

1 ) 

 ค่าตํ่าสดุ = - 9
3  

 เกดิที่ (
3

1 , 
3

1 , -
3

1 ), (
3

1 , -
3

1 , 
3

1 ), (-
3

1 , 
3

1 , 
3

1 )  

 และ (-
3

1 , -
3

1 , -
3

1 ) 

9. (
3
a2 , 

3
b2 , 

3
c2 ) 

10. ระยะใกล้ที่สดุ = 1  เกดิที่ (0, 0, 1) และ (0, 0, -1) 
 ระยะไกลที่สดุ = 3  เกดิที่ (3, 0, 0) และ (-3, 0, 0) 
 


