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Differential equations

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่หนึ่ง
ตัวอยาง กําหนดสมการเชิงอนุพันธ (ln y) 2 y′ = 2x y และ y(2) = e จงหา y(3)
วิธีทาํ จาก (ln y) 2  y′ = 2x y
จัดรูปใหมไดเปน (ln y) 2  dy = 2x y dx

   y
)y n( 2l

 dy – 2x  dx = 0

เพราะฉะนั้น ∫ y
)ny( 2l

 dy – ∫ 2x  dx = 1c

จะไดวา ∫ (ln y) 2 d(ln y) – ∫  2x  dx = 1c

เพราะฉะนั้น 3
)y n( 3l  – 3

x3 = 2c

 (ln y) 3  – 3x = c ... (1)
จาก y(2) = e จะได (ln e) 3  – 32  = c เพราะฉะนั้น c = –7

เพราะฉะนั้น ผลเฉลยเฉพาะคือ (ln y) 3  – 3x  + 7 = 0 เพราะฉะนั้น y = 3
1

)73x(e −

Initial value problem to solve: Given

ln y x( )( )2

x
y x( )d

d
⋅ x2 y x( )⋅

y 2( ) e

Solution: y Odesolve x 3,( ):= y 3( ) 15.0961=

Solution: real_y x( ) e
3

x3 7−:= real_y 3( ) 15.0958=

x 2 2.001, 3..:=
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ตัวอยาง กําหนดสมการเชิงอนุพันธ dx
dy  + x2

y  = 3y
x  และ y(1) = 2 จงหา

วิธีทาํ จัดรูปใหมไดเปน   3y dx
dy  + x2

1 4y = x ... (1)
ให z = 4y

จะไดวา  dx
dz = 4 3y dx

dy ... (2)
แทน (2) ใน (1) จะได     4

1
dx
dz  + x2

1  z = x

dx
dz  + x

2  z = 4x ... (3)
ซึ่งเปนสมการเชิงเสน โดยมี P(x) = x

2  และ Q(x) =4x

จะไดวา ตัวประกอบอินทิเกรตคือ µ = 
dx  x

2
e
∫ = | x | n 2e l  = 2x

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของ (3) คือ z = 
µ
1 ( ∫ µ Q(x) dx + 1c )

= 2x
1 ( ∫ 2x (4x) dx + 1c )

= 2x
1 ( 4x  + c)

แต z = 4y  ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ 2x 4y  = 4x  + c
จาก y(1) = 2 จะไดวา y = 2 เม่ือ x = 1 โดยการแทนคา จะได 16 = 1 + c
เพราะฉะนั้น c = 15 ดังนั้น ผลเฉลยเฉพาะคือ 2x 4y  = 4x  + 15

Initial value problem to solve: Given
y' x( )

y x( )
2 x⋅

+
x

y x( )3
y 1( ) 2

Solution: y Odesolve x 3,( ):= y 2( ) 1.6685=

Solution: real_y x( )

4
x4 15+

x2
:= real_y 2( ) 1.6685=

x 1 1.001, 2..:=
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การหาผลเฉลยสมการเชิงเสนอันดับที่สอง ดีกรีหน่ึง
สมการเชิงเสนอันดับที่สอง ดีกรีหนึ่ง คือสมการที่เขียนไดในรูปแบบ
a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = d(x) เม่ือ a(x), b(x), c(x), d(x) เปนฟงกชันของตัวแปร x
ในหัวขอนี้ เราจะศึกษาการหาผลเฉลย กรณีท่ี a(x), b(x), c(x) เปนคาคงตัว และ d(x) = 0 เทานั้น

กลาวคือ เราจะหาผลเฉลยของสมการเชิงเสนอันดับที่สอง ดีกรีหนึ่ง เฉพาะท่ีมีรูปแบบเปน
ay′′ + by′ + cy = 0 เม่ือ a, b, c เปนจํานวนจริง และ a ≠ 0 ... (1)

สมการพหุนาม a 2r  + br + c = 0 เรียกวา สมการชวย ของสมการ ay′′ + by′ + cy = 0
การหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1) พิจารณา ดังนี้

กําหนดให r = m เปนรากของสมการ   a 2r  + br + c = 0
เพราะฉะนั้น     a 2m  + bm + c = 0
เพราะวา a( mxe )′′ + b( mxe )′ + c( mxe ) = a 2m mxe  + bm mxe  + c mxe

= (a 2m  + bm + c) mxe

= 0
เพราะฉะนั้น y = mxe  เปนผลเฉลยของสมการ (1)
ในทํานองเดียวกัน y = k mxe  เม่ือ k เปนคาคงตัว เปนผลเฉลยของสมการ (1) ดวย

รากของสมการชวย a 2r  + br + c = 0 ชวยในการหาผลเฉลยของสมการ ay′′ + by′ + cy = 0
ไดดังขอสรุปตอไปนี้
กรณีที่ 1. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริง 2 จํานวน ซึ่งมีคาตางกัน คือ 1m  และ 2m

ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k x1me  + 2k x2me  เม่ือ 1k , 2k  เปนคาคงตัว
กรณีที่ 2. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริง 2 จํานวนซึ่งมีคาซ้ํากัน คือ m

ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k mxe  + 2k x mxe  เม่ือ 1k , 2k  เปนคาคงตัว
กรณีที่ 3. รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอน 2 จํานวน คือ 1m  = p + qi และ 2m  = p – qi

ผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k x1me  + 2k x2me

เพราะฉะนั้น 1k x1me  + 2k x2me  = 1k x)qip(e +  + 2k x)qip(e −

= 1k pxe qxie  + 2k pxe qxie−

= 1k pxe (cos qx + i sin qx) + 2k pxe (cos qx – i sin qx)    (เพราะวา tie  = cos t + i sin t)
= pxe (( 1k  + 2k )cos qx + ( 1k i – 2k i)sin qx)
= pxe ( 1K cos qx + 2K sin qx) เม่ือ 1K  = 1k  + 2k  และ 2K  = 1k i – 2k i

เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ y = pxe ( 1K cos qx + 2K  sin qx) เม่ือ 1K , 2K  เปนคาคงตัว
ผลจากขอสรุปขางตนเรานํามาชวยในการหาผลเฉลยของสมการไดดังตัวอยางตอไปนี้
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ตัวอยาง กําหนด y′′ – 4y = 0 เม่ือ y(0) = 1 และ y′(0) = 0 จงหา y(1)
วิธีทาํ สมการชวยคือ 2r  – 4 = 0 ซึ่งมีรากของสมการเปน –2 และ 2
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ     y = 1k x2e−  + 2k x2e  เม่ือ 1k , 2k  เปนคาคงตัว
และจะไดวา    y′ = –2 1k x2e−  + 2 2k x2e

เพราะวา y(0) = 1, y′(0) = 0
เพราะฉะนั้น   1k  + 2k = 1

 –2 1k  + 2 2k = 0
เพราะฉะนั้น 1k  = 2

1  และ 2k  = 2
1

เพราะฉะนั้นผลเฉลยเฉพาะคือ y = 2
1 x2e−  + 2

1 x2e

เพราะฉะนั้น y(1) = 3.7622

Initial value problem to solve: Given
y'' x( ) 4 y x( )⋅− 0

y 0( ) 1

y' 0( ) 0

Solution: y Odesolve x 1,( ):=

y 1( ) 3.7621=

Solution: real_y x( )
1
2

e 2− x⋅⋅
1
2

e2 x⋅⋅+:=

real_y 1( ) 3.7622=
x 0 0.001, 1..:=

0 0.5 1

2

4

y x( )

x
0 0.5 1

2

4

1
2

e 2− x⋅⋅
1
2

e2 x⋅⋅+

x
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ตัวอยาง กําหนด 4y′′ + 16y′ + 17y = 0 เม่ือ y(0) = 1 และ y′(0) = 0 จงหา y( 2
π )

วิธีทาํ สมการชวยคือ 4 2r  + 16r + 17 = 0

และหารากไดเปน r = )4(2
)17)(4(41616 2 −±−  = 8

i416 ±−  = –2 ± 2
1 i

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ y = x2e− ( 1K cos( 2
1 x) + 2K  sin( 2

1 x)) เม่ือ 1K , 2K  เปนคาคงตัว
เพราะวา y(0) = 1 เพราะฉะนั้น 1K  = 1 เพราะฉะนั้น y = x2e− (cos( 2

1 x) + 2K  sin( 2
1 x))

เพราะวา y′ = –2 x2e− (cos( 2
1 x) + 2K  sin( 2

1 x)) + x2e− (– 2
1 sin( 2

1 x) + 2
1

2K  cos( 2
1 x))

และ y′(0) = 0 เพราะฉะนั้น 0 = –2 + 2
1

2K  เพราะฉะนั้น 2K  = 4
เพราะฉะนั้นผลเฉลยเฉพาะคือ y = x2e− (cos( 2

1 x) + 4 sin( 2
1 x))

เพราะฉะนั้น y( 2
π ) = 0.1528

Initial value problem to solve: Given
4 y'' x( )⋅ 16 y' x( )⋅+ 17 y x( )⋅+ 0

y 0( ) 1

y' 0( ) 0

Solution: y Odesolve x
π
2

,
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

:= y
π
2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

0.1528=

Solution: real_y x( ) e 2− x⋅ cos
x
2

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

4 sin
x
2

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

⋅+⎛⎜
⎝

⎞
⎠

⋅:= real_y
π
2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

0.1528=

x 0 0.001,
π
2

..:=

0 0.79 1.57

0.25

0.5

0.75

1

y x( )

x
0 0.79 1.57

0.25

0.5

0.75

1

real_y x( )

x
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ตัวอยาง จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ y′′ – 7y′ + 12y = 0
วิธีทาํ สมการชวยคือ  2r  – 7r + 12 = 0

(r – 4)(r – 3) = 0
r = 3, 4

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k x3e  + 2k x4e  เม่ือ 1k , 2k  เปนคาคงตัว
ตัวอยาง จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ y′′ + 4y′ + 4y= 0
วิธีทาํ สมการชวยคือ    2r  + 4r + 4 = 0

  (r + 2) 2 = 0
รากของสมการชวยเปนจํานวนจริง 2 จํานวนซึ่งมีคาซ้ํากัน คือ r = –2
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ y = 1k x2e−  + 2k x x2e− เม่ือ 1k , 2k  เปนคาคงตัว
ตัวอยาง จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ y′′ – 2y′ + 4y = 0
วิธีทาํ สมการชวยคือ 2r  – 2r + 4 = 0 ซึ่งมีรากของสมการเปน

m = 2
)4)(1(442 −±  = 2

122 −±  = 1 ± 3 i
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ y = xe ( 1K cos 3 x + 2K  sin 3 x) เม่ือ 1K , 2K  เปนคาคงตัว

การคาํนวณโดยใช Maple
> equation1:=diff(y(x),x,x)-7*diff(y(x),x)+12*y(x)=0:
> dsolve({equation1});

{ } = ( )y x  + _C1 e
( )3 x

_C2 e
( )4 x

> dsolve(diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x)+4*y(x)=0);

 = ( )y x  + _C1 e
( )−2 x

_C2 e
( )−2 x

x

> dsolve(diff(y(x),x,x)-2*diff(y(x),x)+4*y(x)=0);
 = ( )y x  + _C1 ex ( )sin 3 x _C2 ex ( )cos 3 x

> equation1:=4*diff(y(x),x,x)+16*diff(y(x),x)+17*y(x)=0:
> equation2:=diff(y(0),x)=0:
> equation3:=y(0)=1:
> dsolve({equation1,equation2,equation3});

{ } = ( )y x  + _C1 e
( )−2 x ⎛

⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟sin

x
2 e

( )−2 x ⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟cos

x
2
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ตัวอยาง กําหนดให x′ = 3x + 3y
y′ = x + 5y
x(0) = 5, y(0) = 1

จงหา x(0.5) และ y(0.5)

หมายเหตุ การหาผลเฉลยจริง จะได x(t) = 3 t2e  + 2 t6e  และ y(t) = - t2e  + 2 t6e

เพราะฉะนั้น x(0.5) = 48.3259, y(0.5) = 37.4528

Initial value problem to solve:

Given

t
x t( )d

d
3 x t( )⋅ 3 y t( )⋅+ x 0( ) 5

t
y t( )d

d
x t( ) 5 y t( )⋅+ y 0( ) 1

Solution                                 
f

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

Odesolve
x

y
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

t, 0.5,
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

:=

f 0.5( ) 48.2467=

g 0.5( ) 37.3737=
t 0 0.0001, 0.5..:=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

10

20

30

40

50

f t( )

g t( )

t
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แบบฝกหัด

1. 1.1 xcos2
dx
dy  – ysin2  = 0 เม่ือ y(0) = 2

π จงหา y(1)

1.2 1x2 + dx
dy  = y

x เม่ือ y( 3 ) = 2 จงหา y(2)

1.3 9
1  dy = 222

x

eyey
e
+

 dx เม่ือ y(1) = 3 จงหา y(2)

1.1 (x – 1) 3
dx
dy  + 4(x – 1) 2 y = x + 1 เม่ือ y(3) = 2

1 จงหา y(4)
1.2 (y – xe sin x) dx + dy = 0 เม่ือ y(0) = –1 จงหา y(1)
1.3 cos x dx

dy  + y = 1 เม่ือ y( 4
π ) = 2 จงหา y(π)

2. 2.1 y′′ + y′ – 2y = 0 เม่ือ y′(0) = 1 และ y(0) = –1 จงหา y(1)

2.2 y′′ + 16y′ + 64y = 0 เม่ือ y′(0) = –4 และ y(0) = 2 จงหา y(1)

2.3 y′′ + 8y′ = 0 เม่ือ y′(1) = –4 และ y(1) = 2 จงหา y(2)

2.4 y′′ + 4y′  + 5y = 0 เม่ือ y′(0) = 0 และ y(0) = 1 จงหา y(1)

2.5 y′′ + 5y′ – 6y = 0 เม่ือ y′(1) = 2 และ y(1) = 1 จงหา y(2)
3. 3.1 กําหนดให x′ = 3x - 4y

y′ = 2x - 3y
x(0) = 7, y(0) = 5

จงหา x(1) และ y(1)
3.2 กําหนดให x′ = 2x - 10y

y′ = -x - y
x(0) = -3, y(0) = 6

จงหา x(1) และ y(1)
3.2 กําหนดให x′ = 4x + 2y

y′ = 3x + 3y
x(0) = 2, y(0) = - 2

1

จงหา x(1) และ y(1)
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