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การประมาณความสัมพันธดวยฟงกชันพหุนาม
โดยวิธีกาํลังสองนอยที่สุด (Method of Least Squares)

กําหนดขอมูล ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n
ให ŷ (x) = a + bx เปนพหุนามดีกรีหนึ่งท่ีประมาณความสัมพันธ ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n

ซึ่งทําให 2
1e  + 2

2e  + ... + 2
ne  มีคานอยที่สุด เม่ือ ie  = iy  - iŷ , i = 1, 2, ... , n

iy  คือ คาสังเกตที่เกิดขึ้นตามคาของ ix

iŷ  คือ คาท่ีไดจากเสนถดถอย iŷ  = a + b ix

รูปที่ 1.

แบบที่ 1. การหาคา a, b ท่ีทําให ∑
=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2  มีคานอยที่สุด

ให SSE = ∑
=

n

1  i

2
ie  = ∑

=

n

1  i
( iy  - iŷ ) 2

SSE เรียกวา ผลบวกกาํลังสองของความคลาดเคลื่อน (Sum of squares of error)

เพราะวาสมการของเสนตรงคือ ŷ (x) = a + bx เพราะฉะนั้น SSE(a, b) = ∑
=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2

การหาคา a และ b ท่ีทําให SSE  นอยที่สุด

a
SSE
∂

∂  = ∑
=

n

1  i
2( iy  - a - b ix )(-1) ... (1)

b
SSE
∂

∂  = ∑
=

n

1  i
2( iy  - a - b ix )(- ix ) ... (2)

จากทฤษฎีบท คาต่ําสุด - คาต่ําสุด ตองหาคา a และ b ท่ีทําให 
a

)SSE(
∂

∂  = 0 และ 
b

)SSE(
∂

∂  = 0

จาก (1) จะได  ∑
=

n

1  i
iy  - ∑

=

n

1  i
a - b ∑

=

n

1  i
ix = 0 ... (3)

จาก (2) จะได    ∑
=

n

1  i
ix iy  - ∑

=

n

1  i
a ix  - b ∑

=

n

1  i

2
ix = 0 ... (4)

จากสมการ (3) และ (4) จะได  na + b ∑
=

n

1  i
ix = ∑

=

n

1  i
iy  ... (5)

 a ∑
=

n

1  i
ix  + b ∑

=

n

1  i

2
ix = ∑

=

n

1  i
ix iy ... (6)
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เราเรียกสมการ (5) และ (6) วา สมการปกติ (normal equations) ของสมการ ŷ  = a + bx

โดยการหาคําตอบของระบบสมการ (5) และ (6) จะได b = 2n

1  i
i

n

1  i

2
i

n

1  i
i

n

1  i
i

n

1  i
ii

x  xn

yxyxn

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∑∑

∑∑∑

==

===  และ a = y  - b x

ตัวอยาง 1. กําหนดขอมูล
X Y
2 9
5 12
8 18
15 24
18 32
20 45
27 54
40 66

จงประมาณความสัมพันธ ŷ  = a + bx ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด
วิธีทาํ

x y 2x xy
2 9 4 18
5 12 25 60
8 18 64 144
15 24 225 360
18 32 324 576
20 45 400 900
27 54 729 1458
40 66 1600 2640

x∑  = 135 y∑  = 260 2x∑  = 3371 xy∑  = 6156

b = 2n

1  i
i

n

1  i

2
i

n

1  i
i

n

1  i
i

n

1  i
ii

x  xn

yxyxn

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∑∑

∑∑∑

==

===  = 2)135()3371(8
)260)(135()6156(8

−

−  = 1.6182

และ a = y  - b x  = 8
1 ∑

=

n

1  i
iy  - b( 8

1 ∑
=

n

1  i
ix ) = 8

1 (260) - (1.6182)( 8
1 (135)) = 5.1927

เพราะฉะนั้น ŷ  = 5.1927 + 1.6182x
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การพิจารณาคา a, b ในรูปแบบของสมการเมทริกซ

จากสมการปกติ na + b ∑
=

n

1  i
ix  = ∑

=

n

1  i
iy  ... (5)

a ∑
=

n

1  i
ix  + b ∑

=

n

1  i

2
ix  = ∑

=

n

1  i
ix iy ... (6)

จะได 
⎥
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⎥
⎥

⎦
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∑∑

∑
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∑

=
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1  i
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1  i
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⎥
⎥
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∑∑

∑

==

=

2
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n

1  i
i

n

1  i

i
n

1  i

xx

xn

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a  = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑

∑

=

=

ii
n

1  i

i
n

1  i

yx

y
... (7)

⎥
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⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑∑

∑

==

=

2
i

n

1  i
i

n

1  i

i
n

1  i

xx

xn

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

n21 x...xx
1...11

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

y
:

y
y

... (8)

ให v = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a , M = 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

x1
::

x1
x1

, y = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

y
:

y
y

จะได 
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑∑

∑

==

=

2
i

n

1  i
i

n

1  i

i
n

1  i

xx

xn
 = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

n21 x...xx
1...11

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

x1
::

x1
x1

v = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a  จากสมการ (8) จะใหคา a, b ท่ีทําให ∑

=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2  มีคานอยที่สุด

เพราะฉะนั้น (7) จะเปน ( TM M)v = TM y ... (9)

ระบบสมการ (5), (6) มีคําตอบที่ไมเปนศูนย ก็ตอเม่ือ det(
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑∑

∑

==

=

2
i

n

1  i
i

n

1  i

i
n

1  i

xx

xn
) ≠ 0

ระบบสมการ (5), (6) มีคําตอบที่ไมเปนศูนย ก็ตอเม่ือ det( TM M) ≠ 0

ระบบสมการ (5), (6) มีคําตอบที่ไมเปนศูนย ก็ตอเม่ือ ( TM M) 1−  หาได

เพราะฉะนั้นจาก (8) จะได v = ( TM M) 1− TM y
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จากตัวอยาง 1. โดยการคํานวณดวยสูตร v = ( TM M) 1− TM y
การคาํนวณดวย Mathcad

เพราะฉะนั้น a = 5.1927, b= 1.6182
เพราะฉะนั้น ŷ  = 5.1927 + 1.6182x
กราฟแสดงความสัมพันธคือ
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แบบที่ 2. การแสดงวา ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a  = ( TM M) 1− TM y ทําให ∑

=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2  มีคานอยที่สุด

ให v = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a , M = 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

x1
::

x1
x1

, y = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

y
:

y
y

เพราะฉะนั้น Mv = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
+

n

2
1

bxa
:
bxa
bxa

 และ y - Mv = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
−−

nn

22
11

bxay
:

bxay
bxay

เพราะฉะนั้น ∑
=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2  = || y - Mv || 2

เพราะฉะนั้น เราตองการหา v ท่ีทําให || y - Mv || มีคานอยที่สุด
ให W = {Mv | v ∈ 2R }
จากวิชา พีชคณิตเชิงเสน จะได W = {Mv | v ∈ 2R } เปนปริภูมิยอยของ 2R

เพราะฉะนั้น || y - Mv || มีคานอยที่สุด ก็ตอเม่ือ y - Mv ตั้งฉากกับ W
ให *v  เปนเวกเตอรท่ีทําให y - M *v  ตั้งฉากกับ W
เพราะฉะนั้น    (Mv) ⋅ (y - M *v ) = 0 ทุกเวกเตอร v ใน 2R ... (0 ตัวเลข)
เพราะวา     [ (Mv) T (y - M *v ) ] = [ (Mv) ⋅ (y - M *v ) ] = O ... (เมทริกซศูนย)
เพราะฉะนั้น    Tv TM (y - M *v ) = O

  Tv ( TM y - TM M *v ) = O
  Tv ( TM y - TM M *v ) = O
  v ⋅ ( TM y - TM M *v ) = 0 ... (0 ตัวเลข)

เพราะฉะนั้น TM y - TM M *v  ตั้งฉากกับทุกเวกเตอร v ใน 2R

เพราะวา เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับทุกเวกเตอร v ใน 2R  ตองเปนเวกเตอรศูนย O
เพราะฉะนั้น TM y - TM M *v  = O

   TM y = TM M *v

เพราะฉะนั้น  *v = ( TM M) 1− TM y

หมายเหตุ ให v แทน *v

เพราะฉะนั้น ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
a  = v = ( TM M) 1− TM y ทําให ∑

=

n

1  i
( iy  - a - b ix ) 2  มีคานอยที่สุด

ในกรณีท่ีเราสมมติสมการ y = 0a  + 1a x

จะได ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

1
0

a
a  = v = ( TM M) 1− TM y ทําให ∑

=

n

1  i
( iy  - 0a  - 1a ix ) 2  มีคานอยที่สุด
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สําหรับกรณีท่ัวไป กําหนดขอมูล ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n
การหา y = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + ma mx , m < n

ให v = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

m

1
0

a
:

a
a

, M = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

m
n

2
nn

2
m

2
22

m
1

2
11

x...xx1

:............

x...xx1

x...xx1

, y = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

2
1

y
:

y
y

เพราะฉะนั้น Mv = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++++

++++

++++

m
nm

2
n2n10

m
2m

2
22210

m
nm

2
12110

xa...xaxaa
:

xa...xaxaa
xa...xaxaa

 และ y - Mv = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++++−

−−−−−

−−−−−

m
nm

2
n2n10n

m
2m

2
222102

m
nm

2
121101

xa...xaxaay
:

xa...xaxaay
xa...xaxaay

เพราะฉะนั้น ∑
=

n

1  i
( iy  - 0a  - 1a x - 2a 2x  - ... - ma mx ) 2  = || y - Mv || 2

เพราะฉะนั้น เราตองการหา v ท่ีทําให || y - Mv || มีคานอยที่สุด
ให W = {Mv | v ∈ mR }
จากวิชา พีชคณิตเชิงเสน จะได W = {Mv | v ∈ mR } เปนปริภูมิยอยของ mR

เพราะฉะนั้น || y - Mv || มีคานอยที่สุด ก็ตอเม่ือ y - Mv ตั้งฉากกับ W
ให *v  เปนเวกเตอรท่ีทําให y - M *v  ตั้งฉากกับ W
เพราะฉะนั้น    (Mv) ⋅ (y - M *v ) = 0 ทุกเวกเตอร v ใน 2R ... (0 ตัวเลข)
เพราะวา     [ (Mv) T (y - M *v ) ] = [ (Mv) ⋅ (y - M *v ) ] = O ... (เมทริกซศูนย)
เพราะฉะนั้น    Tv TM (y - M *v ) = O

  Tv ( TM y - TM M *v ) = O
  Tv ( TM y - TM M *v ) = O
  v ⋅ ( TM y - TM M *v ) = 0 ... (0 ตัวเลข)

เพราะฉะนั้น TM y - TM M *v  ตั้งฉากกับทุกเวกเตอร v ใน mR

เพราะวา เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับทุกเวกเตอร v ใน mR  ตองเปนเวกเตอรศูนย O
เพราะฉะนั้น TM y - TM M *v  = O

   TM y = TM M *v

เพราะฉะนั้น  *v = ( TM M) 1− TM y

หมายเหตุ ให v แทน *v

เพราะฉะนั้น 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

m

1
0

a
:

a
a

 = v = ( TM M) 1− TM y

ทําให ∑
=

n

1  i
( iy  - 0a  - 1a x - 2a 2x  - ... - ma mx ) 2  มีคานอยที่สุด
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ตัวอยาง 2. กําหนดขอมูล
X Y
3 11
6 13
8 21
10 32
12 43
15 54
16 65
20 76

1. จงประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด
2. จงประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด
3. จงประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  + 4a 4x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด
วิธีทาํ 1. การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

เพราะฉะนั้น ŷ  = -2.2526 + 2.8804x + 0.0598 2x  และ กราฟแสดงความสัมพันธคือ
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= y

11

13

21

32

43

54

65

76

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

.v MT( ) M⋅⎡⎣ ⎤⎦
1−

MT y⋅( )⋅:=

v

2.2526−

2.8804

0.0598

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞

⎠
=

0 5 10 15 20 25

40

8080

0

yi

ycap t( )

250 xi t,
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8

2. การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

เพราะฉะนั้น ŷ  = 18.3751 - 4.9598x + 0.8487 2x  - 0.0228 3x  และ กราฟแสดงความสัมพันธคือ

ycap t( ) 18.3751 4.9598−( ) t⋅+ 0.8487 t2⋅+ 0.0228−( ) t3⋅+:=

t 0 0.1, 25..:=

0 5 10 15 20 25

40

80

yi

ycap t( )

xi t,

M

1

1

1

1

1

1

1

1

3

6

8

10

12

15

16

20

9

36

64

100

144

225

256

400

27

216

512

1000

1728

3375

4096

8000

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= y

11

13

21

32

43

54

65

76

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

v MT( ) M⋅⎡⎣ ⎤⎦
1−

MT y⋅( )⋅:=

v

18.3751

4.9598−

0.8487

0.0228−

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=
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3. การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  + 4a 4x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

เพราะฉะนั้น ŷ  = 27.9833 - 10.1718x + 1.7166 2x  - 0.0787 3x  + 0.0012 4x

กราฟแสดงความสัมพันธคือ

ycap t( ) 27.9833( ) 10.1718−( ) t⋅+ 1.7166( ) t2⋅+ 0.0787−( ) t3⋅+ 0.0012( ) t4⋅+:=

t 0 0.1, 25..:=

0 5 10 15 20 25

40

80

yi

ycap t( )

xi t,

M

1

1

1

1

1

1

1

1

3

6

8

10

12

15

16

20

9

36

64

100

144

225

256

400

27

216

512

1000

1728

3375

4096

8000

81

1296

4096

10000

20736

50625

65536

160000

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= y

11

13

21

32

43

54

65

76

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

v MT( ) M⋅⎡⎣ ⎤⎦
1−

MT y⋅( )⋅:=

v

27.9833

10.1718−

1.7166

0.0787−

0.0012

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

=
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การคาํนวณโดยใชโปรแกรมสาํเร็จรูป Mathcad

submatrix
submatrix(A, 1r , 2r , 1c , 2c ) = เมทริกซยอยของ A เฉพาะแถว 1r  ถึง 2r  และ หลัก 1c  ถึง 2c

regress
regress(x, y, m) = เมทริกซท่ีชวยในการหา 0a , 1a , 2a , ... , ma

ท่ีทําให ∑
=

n

1  i
( iy  - 0a  - 1a x - 2a 2x  - ... - ma mx ) 2  มีคานอยสุด

เม่ือ y = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + ma mx , m < n

เม่ือ x = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

  

x
:

x
x

  

n

2
1

, y = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

  

y
:

y
y

  

n

2
1

v = submatrix(regress(x, y, m), 4, 4 + m, 1, 1) เปนฟงกชันที่ใหคา v = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

m

1
0

a
:

a
a

interp
f(t) = interp(regress(x, y, m), x, y, t)
เปนฟงกชันที่ใหคา y = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + ma mx

ท่ีทําให ∑
=

n

1  i
( iy  - 0a  - 1a x - 2a 2x  - ... - ma mx ) 2  มีคานอยสุด

ORIGIN 1:= A

2

7

1

5

3

8

2

4

4

9

3

3

5

0

4

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

row_begin 2:= row_end 3:= col_begin 1:= col_end 2:=

submatrixA row_begin, row_end, col_begin, col_end,( )
7

1

8

2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

=

submatrixA 1, 3, 2, 3,( )

3

8

2

4

9

3

⎛⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎠

= submatrixA 2, 3, 1, 4,( )
7

1

8

2

9

3

0

4
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

=
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จากตัวอยาง 1.
ORIGIN 1:= i 1 8..:= xi

2
5
8
15
18
20
27
40

:= yi

9
12
18
24
32
45
54
66

:=

regress x y, 1,( )

3

3

1

5.1927

1.6182

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

= submatrixregress x y, 1,( ) 4, 5, 1, 1,( )
5.1927

1.6182
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

=

v submatrixregress x y, 1,( ) 4, 4 1+, 1, 1,( ):=

v
5.1927

1.6182
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

=

f t( ) interp regress x y, 1,( ) x, y, t,( ):=

ycap t( ) 5.1927 1.6182 t⋅+:=

0 5 10 15 20 25

40

80

yi

ycap t( )

xi t,
0 5 10 15 20 25

40

80

yi

f t( )

xi t,
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จากตัวอยาง 2. การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

ORIGIN 1:= i 1 8..:= xi

3
6
8
10
12
15
16
20

:= yi

11
13
21
32
43
54
65
76

:=

regress x y, 2,( )

3

3

2

2.2526−

2.8804

0.0598

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

=

submatrixregress x y, 2,( ) 4, 4 2+, 1, 1,( )

2.2526−

2.8804

0.0598

⎛⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎠

=

v submatrixregress x y, 2,( ) 4, 4 2+, 1, 1,( ):=

v

2.2526−

2.8804

0.0598

⎛⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎠

=

ycap t( ) 2.2526− 2.8804( ) t⋅+ 0.0598( ) t2⋅+:=

f t( ) interp regress x y, 2,( ) x, y, t,( ):=

t 0 0.01, 25..:=

0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

ycap t( )

xi t,
0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

f t( )

xi t,
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จากตัวอยาง 2. การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

submatrixregress x y, 3,( ) 4, 4 3+, 1, 1,( )

18.3751

4.9598−

0.8487

0.0228−

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

v submatrixregress x y, 3,( ) 4, 4 3+, 1, 1,( ):=

v

18.3751

4.9598−

0.8487

0.0228−

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

ycap t( ) 18.3751( ) 4.9598−( ) t⋅+ 0.8487( ) t2⋅+ 0.0228−( ) t3⋅+:=

f t( ) interp regress x y, 3,( ) x, y, t,( ):=

0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

ycap t( )

xi t,
0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

f t( )

xi t,
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จากตัวอยาง 2.
การประมาณความสัมพันธ ŷ  = 0a  + 1a x + 2a 2x  + 3a 3x  + 4a 4x   ดวยวิธีกําลังสองนอยสุด

submatrixregress x y, 4,( ) 4, 4 4+, 1, 1,( )

27.9833

10.1718−

1.7166

0.0787−

0.0012

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

=

v submatrixregress x y, 4,( ) 4, 4 4+, 1, 1,( ):=

v

27.9833

10.1718−

1.7166

0.0787−

0.0012

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

=

ycap t( ) 27.9833( ) 10.1718−( ) t⋅+ 1.7166( ) t2⋅+ 0.0787−( ) t3⋅+ 0.0012( ) t4⋅+:=

f t( ) interp regress x y, 4,( ) x, y, t,( ):=

0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

ycap t( )

xi t,
0 5 10 15 20 25

20

40

60

80

yi

f t( )

xi t,
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Lagrange Interpolation
การหาพหุนามดีกรีไมเกิน n ที่ผานจุด n + 1 จุดที่กาํหนดให

กําหนดจุด n + 1 จุด ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n, n + 1 เม่ือ 1x  < 2x  < 3x  < ... < nx  < 1nx +

เราสามารถหาพหุนามดีกรี n, p(x) = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + 1na −
1nx −  + na nx

กอนอ่ืนขอใหศึกษาจากตัวอยางจากงายไปยาก ดังนี้

ตัวอยาง 1. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 2 ท่ีผานจุด (1, 2), (3, -5), (8, 12)
แนวคิด แบบที่ 1. ให y = p(x) = A + Bx + C 2x

เพราะวา y = p(x) ผานจุด (1, 2) เพราะฉะนั้น 2 = A + B + C ... (1)
เพราะวา y = p(x) ผานจุด (3, -5) เพราะฉะนั้น -5 = A + 3B + 9C ... (2)
เพราะวา y = p(x) ผานจุด (8, 12) เพราะฉะนั้น 12 = A + 8B + 64C ... (3)
จากระบบสมการ (1), (2), (3) จะได A = 35

296 , B = - 70
521 , C = 70

69

การคาํนวณดวย Mathcad

เพราะฉะนั้น p(x) = 35
296  - 70

521 x + 70
69 2x

แบบที่ 2. ให g(x) = (x - 1)(x - 3)(x - 8)
และ g ′(x) = (x - 1)(x - 3) + (x - 1)(x - 8) + (x - 3)(x - 8)
เพราะฉะนั้น g ′(1) = 14, g ′(3) = 10, g ′(8) = 35
ให 1a (x) = 

)1(g)1x(
)x(g
′−

 = 
)1(g

1
′ (x - 3)(x - 8) = 14

1 (x - 3)(x - 8)

2a (x) = 
)3(g)3x(

)x(g
′−

 = 
)3(g

1
′ (x - 1)(x - 8) = 10

1 (x - 1)(x - 8) )8x)(3x)(1x(
)8x)(3x)(1x(

−−−
−−−

3a (x) = 
)8(g)8x(

)x(g
′−

 = 
)8(g

1
′ (x - 1)(x - 3) = 35

1 (x - 1)(x - 3)

เพราะฉะนั้น 1a (1) = 14
1 (-2)(-7) = 1, 1a (3) = 0, 1a (8) = 0

2a (1) = 0, 2a (3) = 10
1 (3 - 1)(3 - 8) = 1, 2a (8) = 0

3a (1) = 0, 3a (3) = 0, 3a (8) = 35
1 (8 - 1)(8 - 3) = 1

A 0:= B 0:= C 0:=

Given A B+ C+ 2

A 3 B⋅+ 9 C⋅+ 5−

A 8 B⋅+ 64 C⋅+ 12

.

Find A B, C,( )

296
35

521−

70

69
70

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

→
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ให p(x) = 1a (x)(2) + 2a (x)(-5) + 3a (x)(12)
เพราะฉะนั้น p(1) = 2, p(3) = -5, p(8) = 12
เพราะวา 1a (x), 2a (x), 3a (x) เปนพหุนามดีกรี 2
เพราะฉะนั้น p(x) เปนพหุนามดีกรี 2 ท่ีผานจุด (1, 2), (3, -5), (8, 12)

หมายเหตุ p(x) = 1a (x)(2) + 2a (x)(-5) + 3a (x)(12)
= 

14
1 (x - 3)(x - 8)(2) + 

10
1 (x - 1)(x - 8)(-5) + 35

1 (x - 1)(x - 3)(12)

= 70
1 (69 2x  - 521x + 592)

กรณีท่ัวไปของการหา p(x) สําหรับจุดที่กําหนดให 3 จุด ใดๆ
กําหนดให ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ), ( 3x , 3y ) และ 1x  < 2x  < 3x  เปน 3 จุดใดๆ
ให g(x) = (x - 1x )(x - 2x )(x - 3x )

g ′(x) = (x - 2x )(x - 3x ) + (x - 1x )(x - 3x ) + (x - 1x )(x - 2x )
จะได 1a (x) = )xx)(xx(

)xx)(xx(
3121

32
−−
−−  = 

)x(g
)xx)(xx(

1

32
′

−−

2a (x) = )xx)(xx(
)xx)(xx(
3212

31
−−

−−  = 
)x(g

)xx)(xx(

2

31
′

−−

3a (x) = )xx)(xx(
)xx)(xx(
2313

21
−−
−−  = 

)x(g
)xx)(xx(

3

21
′

−−

เพราะฉะนั้น 1a ( 1x ) = 1, 1a ( 2x ) = 0, 1a ( 3x ) = 0
2a ( 1x ) = 0, 2a ( 2x ) = 1, 2a ( 3x ) = 0
3a ( 1x ) = 0, 3a ( 2x ) = 0, 3a ( 3x ) = 1

ให p(x) = 1a (x) 1y  + 2a (x) 2y  + 3a (x) 3y

จะได p( 1x ) = 1a ( 1x ) 1y  + 2a ( 1x ) 2y  + 3a ( 1x ) 3y  = 1y  + 0 + 0 = 1y

p( 2x ) = 1a ( 2x ) 1y  + 2a ( 2x ) 2y  + 3a ( 2x ) 3y  = 0 + 2y  + 0 = 2y

p( 3x ) = 1a ( 3x ) 1y  + 2a ( 3x ) 2y  + 3a ( 3x ) 3y  = 0 + 0 + 3y  = 3y

เพราะวา 1a (x), 2a (x), 3a (x) เปนพหุนามดีกรี 2
เพราะฉะนั้น p(x) เปนพหุนามดีกรี 2 ผานจุด ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ), ( 3x , 3y )
เพราะฉะนั้น เม่ือ g(x) = (x - 1x )(x - 2x )(x - 3x )

p(x) = )xx)(xx(
)xx)(xx(
3121

32
−−
−−

1y  + )xx)(xx(
)xx)(xx(
3212

31
−−

−−
2y  + )xx)(xx(

)xx)(xx(
2313

21
−−
−−

3y ... (1)

หรือ p(x) = 
)x(g

)xx)(xx(

1

32
′

−−
1y  + 

)x(g
)xx)(xx(

2

31
′

−−
2y  + 

)x(g
)xx)(xx(

3

21
′

−−
3y

เพราะฉะนั้น p(x) เปนพหุนามดีกรี 2 ผานจุด ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ), ( 3x , 3y )
พหุนาม p(x) ใน (1) เรียกวา พหุนามลากรองจ (Lagrange polynomial)
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ในทํานองเดียวกัน สําหรับ จุด n + 1 จุด ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n, n + 1
เม่ือ 1x  < 2x  < 3x  < ... < nx  < 1nx +

ให g(x) = (x - 1x )(x - 2x ) ... (x - nx )(x - 1nx + )
g ′(x) = ∑

<<< ni  ... 2i 1i
(x - 1ix )(x - 2ix ) ... (x - 1nix − )

จะได ia (x) = 
)x(g)xx(

)x(g

ii ′−
i = 1, 2, ... , n, n + 1

จะได ia (x) = )xx)(xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx(
)xx)(xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx(
1nn1i1i2i1i

1nn1i1i21
++−
++−

−−−−−−
−−−−−−

= 
)x(g

)xx)(xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx(

i

1nn1i1i21
′

−−−−−− ++−

พหุนามลากรองจ สําหรับ n + 1 จุด คือ

p(x) = ∑
+

=

1n

1  i
ia (x) iy

หรือ p(x) = ∑
+

=

1n

1  i )x(g
)xx)(xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx(

i

1nn1i1i21
′

−−−−−− ++−
iy

เพราะวา
g ′( kx ) = ( kx  - 1x )( kx  - 2x ) ... ( kx  - 1kx − )( kx  - 1kx + ) ... ( kx  - nx )( kx  - 1nx + )
เพราะฉะนั้น ka ( kx ) = 1 และ ka ( ix ) = 0 เม่ือ i ≠ k
เพราะฉะนั้น p( ix ) = iy  ทุก i = 1, 2, ... , n , n + 1
เพราะวา deg( ka (x)) ≤ n เพราะฉะนั้น deg(p(x)) ≤ n
เพราะฉะนั้น p(x) เปนพหุนามดีกรีไมเกิน n ท่ีทําให p( 1x ) = 1y , p( 2x ) = 2y , ... , p( 1nx + ) = 1ny +

ตัวอยาง 2. จงหาพหุนามดีกรี 4 ท่ีผานจุด 5 จุดตอไปนี้ (1, 2), (2, 4), (4, 1), (7, 10), (12, 2)
แนวคิด 1a (x) = )121)(71)(41)(21(

)12x)(7x)(4x)(2x(
−−−−
−−−−  = 198

1 (x - 2)(x - 4)(x - 7)(x - 12)

2a (x) = )122)(72)(42)(12(
)12x)(7x)(4x)(1x(

−−−−
−−−− = - 100

1 (x - 1)(x - 4)(x - 7)(x - 12)

3a (x) = )124)(74)(24)(14(
)12x)(7x)2x)(1x(

−−−−
−−−− = 144

1 (x - 1)(x - 2)(x - 7)(x - 12)

4a (x) = )127)(47)(27)(17(
)12x)(4x)(2x)(1x(

−−−−
−−−− = - 450

1 (x - 1)(x - 2)(x - 4)(x - 12)

5a (x) = )712)(412)(212)(112(
)7x)(4x)(2x)(1x(

−−−−
−−−− = 4400

1 (x - 1)(x - 2)(x - 4)(x - 7)

เพราะฉะนั้น   p(x) = 1a (x)(2) + 2a (x)(4) + 3a (x)(1) + 4a (x)(10) + 5a (x)(2)
= - 3600

161 4x  + 1800
1747 3x  - 3600

23023 2x  + 1800
27113 x - 150

1139

เปนพหุนามดีกรี 4 ท่ีผานจุด (1, 2), (2, 4), (4, 1), (7, 10), (12, 2)
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การคาํนวณดวย Mathcad

a1 x( )
x 2−( ) x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

1 2−( ) 1 4−( )⋅ 1 7−( )⋅ 1 12−( )⋅

1
198

x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅→:=

a2 x( )
x 1−( ) x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

2 1−( ) 2 4−( )⋅ 2 7−( )⋅ 2 12−( )⋅

1−
100

x 1−( )⋅ x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅→:=

a3 x( )
x 1−( ) x 2−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

4 1−( ) 4 2−( )⋅ 4 7−( )⋅ 4 12−( )⋅

1
144

x 1−( )⋅ x 2−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅→:=

a4 x( )
x 1−( ) x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 12−( )⋅

7 1−( ) 7 2−( )⋅ 7 4−( )⋅ 7 12−( )⋅

1−
450

x 1−( )⋅ x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 12−( )⋅→:=

a5 x( )
x 1−( ) x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 7−( )⋅

12 1−( ) 12 2−( )⋅ 12 4−( )⋅ 12 7−( )⋅

1
4400

x 1−( )⋅ x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 7−( )⋅→:=

x 2−( ) x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

198
2( )⋅

x 1−( ) x 4−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

100−
4( )⋅+

...

x 1−( ) x 2−( )⋅ x 7−( )⋅ x 12−( )⋅

144
1( )⋅+

...

x 1−( ) x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 12−( )⋅

450−
10( )⋅+

...

x 1−( ) x 2−( )⋅ x 4−( )⋅ x 7−( )⋅

4400
2( )⋅+

...

simplify
27113
1800

x⋅
1747
1800

x3
⋅

161
3600

x4
⋅−

23023
3600

x2
⋅−

1139
150

−+→

x

1

2

4

7

12

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

:= y

2

4

1

10

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

:= p x( ) a1 x( ) y1⋅ a2 x( ) y2⋅+ a3 x( ) y3⋅+ a4 x( ) y4⋅+ a5 x( ) y5⋅+:=

t 1 1.01, 12..:= i 1 5..:=

0 5 10 15

10

20

30

yi

p t( )

xi t,
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ตัวอยาง 3. จงหาพหุนามดีกรี 3 ท่ีผานจุด 4 จุดตอไปนี้
x y
0 0.0

0.25 0.04
0.50 0.0
0.75 -0.2

การคาํนวณดวย Mathcad

ORIGIN 1:= i 1 4..:= data

0

0.25

0.5

0.75

0

0.04

0.0

0.2−

⎛⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎟

⎠

:=

g x( ) x 0−( ) x 0.25−( )⋅ x 0.5−( )⋅ x 0.75−( )⋅:=

gpi x( )
x
g x( )d

d
:=

a1 x( )
x 0.25−( ) x 0.5−( )⋅ x 0.75−( )⋅[ ]

gpi 0( )
:= a2 x( )

x 0−( ) x 0.5−( )⋅ x 0.75−( )⋅[ ]
gpi 0.25( )

:=

a3 x( )
x 0−( ) x 0.25−( )⋅ x 0.75−( )⋅[ ]

gpi 0.5( )
:= a4 x( )

x 0−( ) x 0.25−( )⋅ x 0.5−( )⋅[ ]
gpi 0.75( )

:=

p x( ) a1 x( ) data 2〈 〉( )
1⋅ a2 x( ) data 2〈 〉( )

2⋅+ a3 x( ) data 2〈 〉( )
3⋅+ a4 x( ) data 2〈 〉( )

4⋅+:=

t 0 0.001, 0.75..:=

0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0.05

0.1

data 2〈 〉( )
i

p t( )

data 1〈 〉( )
i t,
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การหาพหุนามดีกรี 2 ที่ผานจุด (1, 2), (3, -5), (8, 12) โดยใชคากาํหนดของเมทริกซ

สมมติสมการพาราโลบาคือ  A 2x  + Bx + Cy + D = 0 ... (1)
เพราะวาวงกลมผานจุด ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ) และ ( 3x , 3y ) เพราะฉะนั้น

 Ax1
2  + B 1x  + C 1y  + D = 0 ... (2)

Ax2
2  + B 2x  + C 2y  + D = 0 ... (3)

Ax3
2  + B 3x  + C 3y  + D = 0 ... (4)

ให A, B, C, D เปนตัวแปร
เพราะวา ระบบสมการ (1) - (4) เปนระบบสมการ 4 ตัวแปร 4 สมการ มีคําตอบมากกวา 1 ชุดคําตอบ
เพราะฉะนั้นคากําหนดของเมทริกซสัมประสิทธ์ิตองเปนศูนย

เพราะฉะนั้น   

1yxx
1yxx
1yxx
1yxx

  

33
2
3

22
2
2

11
2
1

2

 = 0 ... (5)

เปนสมการพาราโลบาที่ผานจุด ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ) และ ( 3x , 3y )
จากสมการ (5) จะไดพหุนาม p(x) = 0a  + 1a x + 2a 2x

ท่ีผานจุด ( 1x , 1y ), ( 2x , 2y ) และ ( 3x , 3y )
เพราะฉะนั้น จากจุดผานที่กําหนดให (1, 2), (3, -5), (8, 12)

จะได   0 =   

121864
5139

2111
y1xx

  

2

−

0 =   
1218

513
211

  − 2x  -   
12164

519
211

  − x +   
12864

539
211

  −  -   
1864
139
111

  y

0 = -69 2x  + 512x - 592 + 70y
เพราะฉะนั้น y = 70

1 (69 2x  - 521x + 592)
เพราะฉะนั้น p(x) = 70

1 (69 2x  - 521x + 592) เปนพหุนามดีกรี 2 ผานจุด (1, 2), (3, -5), (8, 12)

ในทํานองเดียวกัน ทุกคา (x, y) = ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n, n + 1

0 =   

y1x...xx
y1x...xx
:::...::

y1x...xx
y1x...xx
y1x...xx

  

1n1n
1n
1n

n
1n

nn
1n

n
n
n

22
1n

2
n
2

11
1n

1
n
1

1nn

++
−
++

−

−

−

−

 ... (6)

จาก (6) จะได p(x) = 0a  + 1a x + 2a 2x  + ... + 1na −
1nx −  + na nx  เปนพหุนามดีกรีไมเกิน n

ท่ีผานจุด n + 1 จุด ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n, n + 1 เม่ือ 1x  < 2x  < 3x  < ... < nx  < 1nx +
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ตัวอยาง 4. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 3 ท่ีผานจุด (0, 0), ( 4
1 , 25

1 ), ( 2
1 , 0), ( 4

3 , - 5
1 )

แนวคิด

data

0

1
4

1
2

3
4

0

1
25

0

1
5

−

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

x3

01

1
4

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

3

1
2

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

3

3
4

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

3

x2

02

1
4

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

2

1
2

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

2

3
4

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

2

x

0

1
4

1
2

3
4

y

0

1
25

0

1−
5

1

1

1

1

1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

simplify
1−

400
x3
⋅

1
1600

x⋅
3

1024
y⋅−+→

p x( )
1024

3
⎛⎜
⎝

⎞
⎠

1−
400

x3
⋅

1
1600

x⋅+⎛⎜
⎝

⎞
⎠

⋅:=

t 0 0.001, 0.75..:=

0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0.05

0.1

data 2〈 〉( )
i

p t( )

data 1〈 〉( )
i t,
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ตัวอยาง 5. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรีไมเกิน 5 ท่ีผานจุด (1, 2), (2, 5), (5, 7), (6, 4), (7, 12)
แนวคิด

ORIGIN 1:= i 1 5..:= data

1

2

5

6

7

2

5

7

4

12

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

:=

x4

14

24

54

64

74

x3

13

23

53

63

73

x2

12

22

52

62

72

x

1

2

5

6

7

1

1

1

1

1

1

y

2

5

7

4

12

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

simplify 14400− y⋅ 3240 x4
⋅ 46320x3

⋅−+ 209880x2
⋅ 310800x⋅−+ 172800+→

.

p x( )
1

14400
3240 x4

⋅ 46320x3
⋅− 209880x2

⋅+ 310800x⋅− 172800+( )⋅:=

p x( )
9
40

x4
⋅

193
60

x3
⋅−

583
40

x2
⋅

259
12

x⋅−+ 12+:=

t 1 1.001, 7..:=

0 1 2 3 4 5 6 7 8

5

10

15

data 2〈 〉( )
i

p t( )

data 1〈 〉( )
i t,
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ตัวอยาง 6. กําหนดให p(x) เปนพหุนามที่มีสัมประสิทธ์ิเปนจํานวนจริงและมีดีกรีไมเกิน 1
และ x - 2, x - 5 หาร p(x) เหลือเศษ 3, 7 ตามลําดับ แลว (x - 2)(x - 5) หาร p(x) เหลือเศษเทาใด
แนวคิด เพราะวา x - 2, x - 5 หาร p(x) เหลือเศษ 3, 7 เพราะฉะนั้น p(2) = 3 และ p(5) = 7
ให q(x), r(x) เปนพหุนามที่ทําให p(x) = (x - 2)(x - 5)q(x) + r(x)
เพราะฉะนั้น p(2) = r(2) = 3 และ p(5) = r(5) = 7
เพราะฉะนั้น y = r(x) คือสมการเสนตรงที่ผานจุด (2, 3) และ (5, 7) ซึ่งมีสมการเปน

2x
3y

−
−  = 25

37
−
−  = 3

4

เพราะฉะนั้น y = 3 + 3
4 (x - 2)

ให r(x) = 3 + 3
4 (x - 2)

เพราะฉะนั้น (x - 2)(x - 5) หาร p(x) เหลือเศษ p(x) = 3 + 3
4 (x - 2)

ตัวอยาง 7. กําหนดให p(x) เปนพหุนามดีกรีไมเกิน 3 และ x - 2, x - 3, x - 5 , x - 8 หาร p(x) เหลือ
เศษ 18, 20, 36, 90 ตามลําดับ
จงหา (x - 2)(x - 3)(x - 5)(x - 8) หาร p(x) เหลือเศษเทาใด
แนวคิด เพราะวา x - 2, x - 3, x - 5, x - 8 หาร p(x) เหลือเศษ 18, 20, 36, 90
เพราะฉะนั้น p(2) = 18, p(3) = 20, p(5) = 36 และ p(8) = 90
ให q(x), r(x) เปนพหุนามที่ทําให p(x) = (x - 2)(x - 3)(x - 5)(x - 8)q(x) + r(x)
เพราะฉะนั้น r(2) = p(2) = 18

r(3) = p(3) = 20
r(5) = p(5) = 36
r(8) = p(8) = 90

ให  g(x) = (x - 2)(x - 3)(x - 5)(x - 8)
g ′(x) = (x - 3)(x - 5)(x - 8) + (x - 2)(x - 5)(x - 8) +(x - 2)(x - 3)(x - 8)

             + (x - 2)(x - 3)(x - 5)
เพราะฉะนั้น g ′(2) = (-1)(-3)(-6) = -18

g ′(3) = (1)(-2)(-5) = 10
g ′(5) = (3)(2)(-3) = -18
g ′(8) = (6)(5)(3) = 90

ให 1a (x) = 
)2(g)2x(

)x(g
′−

 = -
18
1 (x - 3)(x - 5)(x - 8)

2a (x) = 
)3(g)3x(

)x(g
′−

 = 
10
1 (x - 2)(x - 5)(x - 8)

3a (x) = 
)5(g)5x(

)x(g
′−

 = -
18
1 (x - 2)(x - 3)(x - 8)

4a (x) = 
)8(g)8x(

)x(g
′−

 = 90
1 (x - 2)(x - 3)(x - 5)
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เพราะฉะนั้น 1a (2) = 1, 1a (x) = 0 เม่ือ x = 3, 5, 8
2a (3) = 1, 2a (x) = 0 เม่ือ x = 2, 5, 8
3a (5) = 1, 3a (x) = 0 เม่ือ x = 2, 3, 8
4a (8) = 1, 4a (x) = 0 เม่ือ x = 2, 3, 5

ให p(x) = 18 1a (x) + 20 2a (x) + 36 3a (x) + 90 4a (x) ... (1)
จะได p(x) เปนพหุนามดีกรีไมเกิน 3 ท่ีทําให p(2) = 18, p(3) = 20, p(5) = 36 และ p(8) = 90
จาก (1) จะได
p(x) = 18 1a (x) + 20 2a (x) + 36 3a (x) + 90 4a (x)

= -(x - 3)(x - 5)(x - 8) + 2(x - 2)(x - 5)(x - 8) - 2(x - 2)(x - 3)(x - 8)
 + (x - 2)(x - 3)(x - 5)

= 2 2x  - 8x + 26

การคาํนวณดวย Mathcad

data

2

3

5

8

18

20

36

90

⎛⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎟

⎠

:=

x3

23

33

53

83

x2

22

32

52

82

x

2

3

5

8

1

1

1

1

1

y

18

20

36

90

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

simplify 1080− x2
⋅ 4320 x⋅ 14040−+ 540 y⋅+→

p x( )
1
540−

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

1080− x2
⋅ 4320 x⋅+ 14040−( )⋅ 2 x2

⋅ 8 x⋅− 26+→:=

t 2 2.001, 8..:=

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20

40

60

80

100

data 2〈 〉( )
i

p t( )

data 1〈 〉( )
i t,

Page 24 of 31



Lagrange Interpolation

เอกสารประกอบการสอนวิชา 2301266 Computational Mathematics

11

แบบฝกหัด
1. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 2 ท่ีผานจุด (1, 2), (3, 3), (4, 7)
2. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 2 ท่ีผานจุด (-1, 2), (3, 5), (8, 11)
3. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 3 ท่ีผานจุด (-1, 2), (3, 5), (8, 11), (10, 22)
4. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 3 ท่ีผานจุด (1, 2), (3, 5), (5, 12), (7, 18)
5. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 4 ท่ีผานจุด (1, 2), (2, 5), (3, 12), (4, 18), (5, 25)
6. จงหาพหุนาม p(x) ดีกรี 4 ท่ีผานจุด (-2, 2), (-1, 5), (5, 12), (7, 18), (12, 35)
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1

Interpolation and Regression

Linear interpolation
กําหนดให จุด n จุด iP ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n เม่ือ 1x  < 2x  < 3x  < ... < nx

การประมาณคาในชวงเชิงเสนตรง เปนการประมาณความสัมพันธ y = f(x) ระหวาง 1iP − , iP  ดวยเสนตรง
และ f( ix ) = iy  ทุกคา i = 1, 2, ... , n

ตัวอยาง จงประมาณคาในชวงเชิงเสนตรง ของขอมูลตอไปนี้
x y
2 35
8 20
14 64
18 44

Enter a matrix of X-Y data to be interpolated:

ORIGIN 1:= x

2

8

14

18

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:= y

35

20

64

44

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

Fitting function: fit t( ) linterp x y, t,( ):=

Interpolated values: fit 12( ) 49.3333=

0 5 10 15 20

25

50

75

x y Data                                                     
Linear interpolation

fit 12( )
y

fit x( )
→⎯⎯

12

x
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2

Cubic Spline interpolation
กําหนดให จุด n จุด iP ( ix , iy ), i = 1, 2, ... , n เม่ือ 1x  < 2x  < 3x  < ... < nx

การประมาณคาในชวงเชิงเสนตรง เปนการประมาณความสัมพันธ y = f(x) ระหวาง 1iP − , iP  ดวยเสนตรง
และ f( ix ) = iy  ทุกคา i = 1, 2, ... , n
ตัวอยาง จงประมาณคาในชวงเชิงเสนตรง ของขอมูลตอไปนี้

x y
5 12
7 18
12 10
15 23
23 15
25 30

Enter a matrix of X-Y data to be interpolated:

ORIGIN 1:=

x

5

7

12

15

23

25

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= y

12

18

10

23

15

30

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

Fitting function: c cspline x y,( ):=

fit t( ) interp c x, y, t,( ):=

Interpolated values: fit 18( ) 21.4062= t 5 5 0.001+, 25..:=

0 5 10 15 20 25 30

5

10

15

20

25

30

35

x y Data                                                     
Cubic sdline interpolation

fit 18( )
y

fit t( )

18

x t,
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3

Linear regression
การหาความสัมพันธเชิงเสนตรงของขอมูล

0 5 10 15 20 25

50

100

X-Y data                                                      
Least-squares fit

Linear Regression of Y on X 

ycap 10( )Y

ycap t( )

10

X t,

t 0 0.001, 30..:=ycap t( ) a b t⋅+:=Regression line

cvar X Y,( ) 159.9688=Covariance

corr X Y,( ) 0.9662=Correlation coeff.

b 4.3902=b slope X Y,( ):=Slope

a 1.0094=a intercept X Y,( ):=Intercept

Regression Statistics

Stdev Y( )2 859.6964=

Enter X-Y data

ORIGIN 1:=

X

4

6

11

14

16

17

19

23

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= Y

27

16

47

59

84

77

83

98

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

Number of data points: n 8:=

Mean mean X( ) 13.75= mean Y( ) 61.375=
Median median X( ) 15= median Y( ) 68=
Standard dev. Stdev X( ) 6.4531= Stdev Y( ) 29.3206=

Variance Stdev X( )2 41.6429=
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4

Polynomial regression
Polynomial degree 2 resression

0 2 4 6 8 10

5

10

15

X-Y data                                                      
Least-squares fit
ycap

Polynomial Regression of Y on X

ycap 2.5( )

Y

fit t( )

ycap t( )

2.5

X t, t,

ycap 2.5( ) 4.1153=

ycap t( ) a0 a1 t⋅+ a2 t2⋅+:=t 0 0.01, 10..:=

a2 coeffs3:=a1 coeffs2:=a0 coeffs1:=
coeffsT 8.6636 2.6053− 0.3144( )=

coeffs submatrixz 4, lengthz( ), 1, 1,( ):=Coefficients:

fit t( ) interp z X, Y, t,( ):=

z regress X Y, k,( ):=Polynomial fitting function:
k 2:=Enter degree of polynomial to fit:

n 10=n lengthX( ):=
Y

9

7

3

4

4

2

5

7

8

10

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=X

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=
Number of data points:

Enter X-Y data
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5

Polynomial degree 3 resression

Enter degree of polynomial to fit: k 3:=

Polynomial fitting function: z regress X Y, k,( ):=

fit t( ) interp z X, Y, t,( ):=

Coefficients: coeffs submatrixz 4, lengthz( ), 1, 1,( ):=

coeffsT 9.2462 3.6709− 0.6265 0.0231−( )=

a0 coeffs1:=

a1 coeffs2:=

a2 coeffs3:=

a3 coeffs4:=

t 0 0.01, 10..:= ycap t( ) a0 a1 t⋅+ a2 t2⋅+ a3 t3⋅+:=

ycap 2.5( ) 3.623=

0 2 4 6 8 10

5

10

15

X-Y data                                                      
Least-squares fit
ycap

Polynomial Regression of Y on X

ycap 2.5( )

Y

fit t( )

ycap t( )

2.5

X t, t,
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6

Least-Squares Curve Fitting
การประมาณความสัมพันธของขอมูลโดยวิธีกําลังสองนอยสุด ดวยฟงกชัน F(x) ท่ีกําหนด

Enter a matrix of X-Y data

ORIGIN 1:=

X

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:= Y

9

7

3

4

4

2

5

7

8

10

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

Enter vector of functions to fit: Note: The vector at left will fi
a function of the form: 

a b
1

x 1+( )
⋅+ c x2⋅+F x( )

1

1
x 1+

x2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

Least-squares fitting function: S linfitX Y, F,( ):=

fit x( ) F x( ) S⋅:=
t 0 0.001, 10..:=

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5

10

15

X-Y data                                                      
Least-squares fit

Y

fit t( )

X t,
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