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บทที่ 1
สมการเชิงอนุพันธ

Differential Equations

ภาคฤดูรอน ปการศึกษา 2550

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-2

1.1 สมการเชิงอนุพันธ (Differential Equations)
บทนิยามที่ 1.1.1 สมการเชิงอนุพันธ คือสมการซึ่งแสดงความ
สัมพันธกันระหวางฟงกชันของ ตัวแปรอิสระ ตัวแปรตาม และ
อนุพันธของตัวแปรตามเทียบกับตัวแปรอิสระนั้นๆ
บทนิยามที่ 1.1.2
ถาตัวแปรตามเปนฟงกชันของตัวแปรอิสระเพียงตัวเดียวเทานั้น
อนุพันธที่ปรากฏในสมการก็จะเปนอนุพันธสามัญ
เราเรียกวา สมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential
equation)
ถาตัวแปรตามเปนฟงกชันของตัวแปรอิสระมากกวาหนึ่งตัว
อนุพันธที่ปรากฏในสมการก็จะเปนอนุพันธยอย
เราเรียกวา สมการเชิงอนุพันธยอย (partial differential
equation)
ตัวอยางที่ 1.1.1
สมการเชิงอนุพันธสามัญ สมการเชิงอนุพันธยอย
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บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-3

บทนิยามที่ 1.1.3
อันดับ (order) ของสมการเชิงอนุพันธ คืออันดับของอนุพันธ
อันดับสูงสุดที่ปรากฏในสมการ

ระดับขั้น (degree) ของสมการเชิงอนุพันธ คือเลขชี้กําลังของ
อนุพันธอันดับสูงสุดที่ปรากฏในสมการ
โดยพิจารณาหลังจากทําใหอนุพันธอันดับตางๆ ในสมการนั้นมี
เลขชี้กําลังเปนจํานวนเต็มบวก

ตัวอยางที่ 1.1.2
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บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-4

บทนิยามที่ 1.1.4
สมการเชิงอนุพันธ เปน สมการเชิงเสน (linear equation) ถา
(1) ตัวแปรตามและอนุพันธของตัวแปรตามมีเลขชี้กําลังเปน 1
(2) ไมมีพจนในรูปผลคูณของตัวแปรตาม

และ อนุพันธของตัวแปรตามปรากฏในสมการ
(3) ไมมีพจนในรูปฟงกชันอดิสัยของตัวแปรตาม

หรืออนุพันธของตัวแปรตามปรากฏในสมการ

และเรียกสมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนเชิงเสนวา สมการไมเชิง
เสน (nonlinear equation)

ตัวอยางที่ 1.1.3
สมการเชิงเสน สมการไมเชิงเสน
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บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-5

รูปแบบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n ในรูปทั่วไปไดเปน

0)y,,y,y,x(F )n( =′K

โดยที่ F เปนฟงกชันของ 2n +  ตัวแปร )n(y,,y,y,x      K′

และ
ถาสมการ 0)y,,y,y,x(F )n( =′K  เปนสมการเชิงเสน
แลว สมการ 0)y,,y,y,x(F )n( =′K  จะเขียนไดในรูป
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0 =++++ −−

−
  L

เมื่อ )x(a,),x(a),x(a n10     K  และ )x(G  เปนฟงกชันของ x
และนิยามบนชวงใดชวงหนึ่งของจํานวนจริง
โดยที่ 0)x(a0 ≠  ทุกคา x ในชวงนั้น

สมการ

)x(Gy)x(adx
dy)x(a

dx
yd)x(a

dx
yd)x(a n1n1n

1n
1n

n
0 =++++ −−

−
  L

เปน สมการเชิงเสนใน y
ถา )x(a,),x(a),x(a n10     K  เปนคาคงตัว
แลว เราเรียกวา สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n ที่มี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-6

บทนิยามที่ 1.1.5
ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิงอนุพันธ คือฟงกชัน (ไมวา
จะนิยามโดยชัดแจงหรือโดยปริยาย (explicit or implicit))
ที่ปราศจากอนุพันธและสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธนั้น

xsin3y =  เปนผลเฉลยของ 0yy =+′′

4xy =  เปนผลเฉลยของ 0xdyydx =+

บทนิยามที่ 1.1.6
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n ซึ่งประกอบดวย
คาคงตัวไมเจาะจง n คา เรียกวาเปน ผลเฉลยทั่วไป (general
solution) ของสมการเชิงอนุพันธ

ตัวอยาง xsincxcoscy 21 +=

เปนผลเฉลยทั่วไปของ 0yy =+′′

ถาคาคงตัวไมเจาะจงไดถูกแทนคาเปนคาคงตัวที่แนนอน n คา
แลวจะเรียกผลเฉลยนั้นวา ผลเฉลยเฉพาะ

ตัวอยาง xsin4xcos3y +=

เปนผลเฉลยเฉพาะของ 0yy =+′′

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-7

ตัวอยางที่ 1.1.5
xx2

2
x2

1 e3
1ececy −+= −

เปนผลเฉลยทั่วไปของ xey4y =−′′
xx2x2 e3

1e5e2y −−= −

เปนผลเฉลยเฉพาะของ xey4y =−′′

ตัวอยางที่ 1.1.6
2ccxy +=  เมื่อ c เปนคาคงตัวไมเจาะจง

เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 0yyx)y( 2 =+′−′

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-8

บทนิยามที่ 1.1.7
ปญหาคาเริ่มตน (initial-value problem)
คือปญหาที่ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n

0)y,,y,y,x(F )n( =′K
พรอมดวยเงื่อนไขเริ่มตน (initial conditions) n เงื่อนไข
ที่จุด 0x  คือ ,,d)x(y,d)x(y 1000    K=′= 1n0

)1n( d)x(y −
− =

เมื่อ 1n10 d,,d,d −    K  เปนคาคงตัว
และเราสนใจที่จะหาผลเฉลย )x(y  เมื่อ 0xx ≥

ตัวอยาง
0yy =−′  , y(0) = 4 เปนปญหาคาเริ่มตน

ผลเฉลยคือ xe4y =

ตัวอยาง
0y4y =+′′  , y( 2

π) = –3, )2(y π′  = –8 เปนปญหาคาเริ่มตน
ผลเฉลยคือ x2sin4x2cos3y +=

ตัวอยางที่ 1.1.7

สมการ xcosyxdx
dy

dx
yd 3
2

2
=−+

เมื่อ 3)2(y =  และ 1)2(y −=′  เปนปญหาคาเริ่มตน
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บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-9

บทนิยามที่ 1.1.8
ปญหาคาขอบ (boundary-value problem) คือปญหาที่
ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n

0)y,,y,y,x(F )n( =′K
และเงื่อนไขขอบ (boundary conditions)
ที่กําหนดคาของ y และ/หรือ คาของอนุพันธของ y ณ จุดของตัว
แปรอิสระ x มากกวา 1 จุด
หมายเหตุ ถากําหนดคาของ y หรือคาของอนุพันธของ y ณ จุด
a และ b และเราสนใจที่จะหาผลเฉลย )x(y  เมื่อ x มีคาอยู
ระหวางจุดทั้งสอง จะเรียกปญหาคาขอบนี้วาเปน ปญหาคาขอบ
สองจุด (two-point boundary-value problem)
ตัวอยางที่ 1.1.8

(1) สมการ xcosyxdx
dyx

dx
yd 3
2

2
=−+

เมื่อ 3)2(y =  และ 0)5(y =  เปนปญหาคาขอบสองจุด

(2) สมการ xcosyxdx
dyx

dx
yd 3
2

2
=−+

เมื่อ 3)2(y =  และ 2)5(y −=′  เปนปญหาคาขอบสองจุด
(3) 0yy =+′′ , y(0) = 5, 12)2(y =π′

เปนปญหาคาขอบสองจุด
ผลเฉลยคือ y = 5cosx + 12sinx

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-10

วิธีตาง ๆ ของการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ
1. สมการแบบแยกตัวแปรได (Calculus II)
2. สมการเอกพันธุ (Calculus II)
3. สมการแมนตรง (Calculus II)
4. สมการเชิงเสนอันดับ 1 (ทบทวนสูตร)
5. สมการแบรนูลลี (Calculus II)
6. สมการอันดับ 2 ซึ่งสามารถลดอันดับได (บทที่ 2.9)

1.5 สมการเชิงเสนอันดับ 1
บทนิยามที่ 1.5.1
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ 1 คือสมการที่อยูในรูป

)x(qy)x(pdx
dy =+

ผลเฉลยคือ
∫+∫∫= −−

∫
dx)x(pdx)x(pdx)x(p cedxe)x(qey            

หรือ
cdxe)x(qye dx)x(pdx)x(p +∫=∫ ∫          

บทที่ 1 สมการเชิงอนุพันธ1-11

ตัวอยางที่ 1.5.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
x3sinxy2yx 3=−′

วิธีทาํ x3sinxyx
2y 2=−′

เปนสมการเชิงเสนอันดับหนึ่ง
ตัวประกอบปริพันธคือ

2
xln2dx x

2 dx )x(p 
x
1 e e e ==∫=∫ −−

∫ ∫ dx e)x(q dx )x(p  = ∫ dx)
x
1(x3sin x 2

2

= ∫ xdx3sin 

= – 3
x3cos

ผลเฉลยคือ
cdxe)x(qye dx)x(pdx)x(p +∫=∫ ∫          

cx3cos3
1

x
y
2 +−=

ผลเฉลยทั่วไปคือ 22 cxx3cosx3
1y +−=
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ตัวอยางที่ 1.5.2 จงหาผลเฉลยเฉพาะของ
xydx2)dxdy)(x1( 2 =−+  โดยที่ 1)0(y =

วิธีทาํ จัดรูปสมการ
1y

x1
x2

dx
dy

2   =
+

−

ซึ่งเปนสมการเชิงเสนอันดับ 1

2
)2x1ln(

dx 2x1
x2 

dx )x(p 
x1

1 e e e
+

==
∫

=∫ +−+
−

∫ ∫ dx e)x(q dx )x(p = ∫ (1)
1x

1
2 +

dx

= arctan x
เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ

cdxe)x(qye dx)x(pdx)x(p +∫=∫ ∫          

y(
1x

1
2 +

) = arctan x + c

)x1(cxarctan)x1(  y 22 +++=

แทนคา 1y,0x ==  

จะได c01 +=

เพราะฉะนั้น 1c =

เพราะฉะนั้น )xarctan1)(x1(y 2 ++=
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