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การหาผลเฉลยสมการไมเอกพันธุ
ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

)x(fy)D(P =

โดยที่ n1n
1n

1
n

0 aDaDaDa)D(P ++++= −
− L

ผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ pc yyy +=

โดยที่ cy  เปนฟงกชันเติมเต็ม
คือผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพันธุ 0y)D(P =

และ py

เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการไมเอกพันธุ )x(fy)D(P =

ในบทที่ 4.
เปนการหาผลเลย py  ของสมการ ไมเอกพันธุ )x(fy)D(P =

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-3

4.1 การสรางสมการเอกพันธุจากผลเฉลยที่เจาะจง

คาํถาม จงหาผลเฉลยของ 0y)2D( =−

คาํตอบ ผลเฉลยคือ x2
1ecy =

คาํถาม จงหาสมการ 0y)D(P =  ที่ผลเฉลย x2
1ecy =

คาํตอบ สมการคือ     0y)2D( =−

หรือ     0y)2D(4 =−

หรือ   0y)2D(D4 =−

คาํถาม จงหาผลเฉลยของ 0y)3D4D( 2 =+−

คาํตอบ ผลเฉลยคือ x
2

x3
1 ececy +=

คาํถาม จงหาสมการ 0y)D(P =  ที่ผลเฉลย x
2

x3
1 ececy +=

คาํตอบ สมการคือ         0y)3D4D( 2 =+−

หรือ          0y)3D4D(4 2 =+−

หรือ    0y)3D4D(D 2 =+−

หรือ 0y)3D4D)(1D( 22 =+−+

หมายเหตุ
ถา กําหนดให 0y)D(P =  มีอันดับต่ําที่สุด
และ สัมประสิทธิ์ของ D อันดับสูงสุดมีคาเปน 1
แลว 3D4D)D(P 2 +−=
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ขอสังเกต จากบทที่ 3 จะไดวา

py  มีพจน x2e  เมื่อ P(D) มีตัวประกอบ D – 2

py  มีพจน P(D) มีตัวประกอบ

1 D

x 2D

1nx − nD

axe D – a

axxe 2)aD( −

ax2ex 3)aD( −

ax1n ex − n)aD( −

bxsineax  หรือ bxcoseax 22 b)aD( +−

bxsinxeax  หรือ bxcosxeax 222 )b)aD(( +−

bxsinex ax1n−

หรือ bxcosex ax1n−

n22 )b)aD(( +−
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ตัวอยาง 4.1.1 จงหาสมการเชิงอนุพันธุเชิงเสนเอกพันธุซึ่งมี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวที่มีผลเฉลยเฉพาะ

2
1x8e3y x5 ++=

วิธีทาํ )1(2
1)x(8)e(32

1x8e3y x5x5 ++=++=

สวนที่เปนฟงกชันอิสระตอกันคือ x5e , x และ 1
จาก x5ey = จะได D – 5 เปนตัวประกอบของ P(D)
จาก xy = จะได 2D  เปนตัวประกอบของ P(D)
จาก y = 1 จะได D เปนตัวประกอบของ P(D)
เพราะฉะนั้นเลือก 0y)5D(D2 =−

0y)D5D( 23 =−

เปนสมการที่มี 32
x5

1 cxcecy ++=  เปนผลเฉลยทั่วไป
และมี 

2
1x8e3y x5 ++=  เปนผลเฉลยเฉพาะ
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ตัวอยางที่ 4.1.2 จงหาสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธุซึ่งมี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวที่เปนจํานวนจริง
และมีผลเฉลยเฉพาะคือ xsinxe34y x2 −+= −

วิธีทาํ xsinxe34y x2 −+= −

)x(sin1)xe(3)1(4y x2 −+= −  เปนผลบวกเชิงเสนของ
สวนที่เปนฟงกชันอิสระตอกันคือ 1, x2xe−  และ sinx
จาก y = 1 จะได D เปนตัวประกอบของ P(D)
จาก x2xey −= จะได 2)2D( + เปนตัวประกอบของ P(D)
จาก xsiny = จะได 1D2 +  เปนตัวประกอบของ P(D)
เพราะฉะนั้นเลือก

)1D()2D(D)D(P 22 ++=

D4D4D5D4D 2345 ++++=
สมการ P(D)y = 0 คือ

0y)D4D4D5D4D( 2345 =++++
ผลเฉลยทั่วไปคือ

xsincxcosce)xcc(cy 54
x2

321 ++++= −

เมื่อเราให 1c ,0c ,3c ,0c ,4c 54321 −=====

ผลเฉลยเฉพาะคือ xsinxe34y x2 −+= −
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ตัวอยางที่ 4.1.3 จงหาสมการเชิงอนุพันธุเชิงเสนเอกพันธุ
ซึ่งมีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวที่เปนจํานวนจริง
และมีผลเฉลยเฉพาะคือ x2cosxe7y x=

วิธีทาํ เพราะวา 0y]b)aD[( 222 =+−

มีผลเฉลยหลักมูล 4 ตัวคือ
bxcoseax , bxcosxeax , bxsineax , bxsinxeax

เพราะวา )x2cosxe(7y x=  เปนผลเฉลยเฉพาะ
เพราะฉะนั้น )D(P  ซึ่งมีตัวประกอบในรูป 222 ]2)1D[( +−

เพราะฉะนั้นเลือก 222 ]2)1D[()D(P +−=

สมการ 0y]2)1D[( 222 =+−

0y)25D10D11D2D( 234 =+−+−
มีผลเฉลยทั่วไป
y = x2cose)DxC(x2cose)BxA( xx +++

x2cosxe7y x=  เปนผลเฉลยเฉพาะ
เมื่อ A = 7, B = C = D = 0
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บทนิยามที่ 4.1.1 ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธเชิงเสน L ลบลาง
(annihilate) ฟงกชัน f บนชวง I
ก็ตอเมื่อ 0Lf ≡  บน I

ทฤษฎีบท
1. ถา )x(f  เปนฟงกชันที่สามารถหาอนุพันธไดถึงอันดับที่ n

)D(P  ลบลาง )x(f  ก็ตอเมื่อ 0)x(f)D(P =

2. )D(P  ลบลาง )x(f

ก็ตอเมื่อ )x(f  เปนผลเฉลยของ 0y)D(P =

3. ถา )D(P f = 0 และ P(D) )x(g  = 0
แลว )D(P (f + g) = 0

4. ถา )D(P f = 0 และ )D(Q f = 0
แลว ( )D(Qc)D(Pc 21 + )f = 0 และ )D(Q)D(P f = 0

5. ถา )D(P f = 0 และ )D(Q g = 0
แลว )D(Q)D(P ( )x(gc)x(fc 21 + ) = 0
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ทฤษฎีบท
1. )aD()aD)(aD( n21 −−− L

ลบลาง xnax2ax1a e , ,e ,e K

2. n)aD( −

ลบลาง ax1nax2axax ex ,  ,ex ,xe ,e −K

3. )bD( 22 + , 0b ≠

ลบลาง bxsin  และ bxcos

4. n22 )bD( + , 0b ≠

ลบลาง bxsinx ,  ,bxsinx ,bxsinx ,bxsin 1n2 −K

และ bxcosx ,  ,bxcosx ,bxcosx ,bxcos 1n2 −K

5. ]b)aD[( 22 +− , 0b ≠

ลบลาง bxsineax  และ bxcoseax

6. ตัวดําเนินการ n22 ]b)aD[( +− , 0b ≠

ลบลาง bxsinex ,  ,bxsinxe ,bxsine ax1naxax −K

และ bxcosex ,  ,bxcosxe ,bxcose ax1naxax −K

7. ผลรวมเชิงเสนของฟงกชันใน 6 ขอขางบน
จะถูกลบลางโดยผลคูณของตัวดําเนินการที่สมนัยกัน
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ตัวอยางที่ 4.1.4 จงหาสมการเชิงอนุพันธุเชิงเสนเอกพันธุซึ่งมี
สัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว  0y)D(P =

ที่มีผลเฉลยเฉพาะคือ 
2
1x8e3y x5 ++=

วิที่ทาํ เพราะวา )5D( −  ลบลาง x5e  และ 2D  ลบลาง x ,1

เพราะฉะนั้น 2D)5D( −  ลบลาง 
2
1x8e3 x5 ++

เลือก 2D)5D()D(P −=

เพราะฉะนั้น 
2
1x8e3y x5 ++=

เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการเอกพันธุ 0yD)5D( 2 =−
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4.2 ผลเฉลยโดยการตรวจพินิจ
การหาปริพันธเฉพาะของสมการ )x(fy)D(P =  และ 0)x(f ≠

เมื่อ )x(fc...)x(fc)x(fc)x(f mm2211 +++=

ให 0y)D(P =  มีผลเฉลยหลักมูล n21 y,...,y,y

กรณีที่ 1. ฟงกชัน m21 f,...,f,f  ใน f(x)
ไมซ้ํากับ n21 y,...,y,y

เลือกสูตร py  เลียนแบบสูตร f(x)
1. อยางตรงไปตรงมา
2. อยางมีเงื่อนไขประกอบ

กรณีที่ 2. ฟงกชัน m21 f,...,f,f  ใน f(x)
มีการซ้ํากันบางตัวกับ n21 y,...,y,y

เลือกสูตร py  เลียนแบบสูตร f(x) อยางมีเงื่อนไข
(การหาผลเฉลยโดยการเทียบ ส.ป.ส.)

ตัวอยาง การหาปริพันธเฉพาะของ x2ey4y3y =−′+′′

วิธีทาํ 0y4y3y =−′+′′  มี x
2

x4
1c ececy += −

เลือก x2
p Aey =  เพราะวา x2ey4y3y =−′+′′

x2x2x2x2 eAe4Ae6Ae4 =−+

  x2x2 eAe6 =

6
1A =

เพราะฉะนั้น x2
p e

6
1y =
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ตัวอยาง การหาปริพันธเฉพาะของ x2siny4y3y =−′+′′

วิธีทาํ 0y4y3y =−′+′′  มี x
2

x4
1c ececy += −

เลือก เปน x2sinAyp =

  x2siny4y3y =−′+′′

x2sin  x2sinA4x2cosA8x2sinA4 =−+−

x2sin  x2cosA8x2sinA8 =+−
หาคา A ไมได
การเลือก py  ตองนําพจนอนุพันธของ sin2x มาใชดวย
เพราะฉะนั้นเลือก x2cosBx2sinAyp +=

x2cosBx2sinAyp +=

เพราะวา x2sinB2x2cosA2yp −=′

x2cosB4x2sinA4yp −−=′′

เพราะฉะนั้น
)x2sinB2x2cosA2(3)x2cosB4x2sinA4( −+−−

x2sin)x2cosBx2sinA(4 =+−

x2sinx2cos)B8A6(x2sin)B6A8( =−+−−
เทียบ ส.ป.ส. 1B6A8 =−−

0B8A6 =−

25
2A −=  และ 

50
3B −=

x2cos
50
3 x2sin

25
2 yp −−=
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ตัวอยาง การหาปริพันธเฉพาะของ 2x3y4y3y =−′+′′

วิธีทาํ 0y4y3y =−′+′′  มี x
2

x4
1c ececy += −

เลือก 2
p Axy =  ไมพอ

เพราะวาอนุพันธของ 2x  คือ x และ 1
เพราะฉะนั้นเลือก CBxAxy 2

p ++=

แทนคาในสมการ   2x3y4y3y =−′+′′

จะได  22 x3)CBxAx(4)BAx2(3A2 =++−++

หรือ 22 x3)C4B3A2(x)B4A6(x)A4( =−++−+−

โดยการเทียบสัมประสิทธิ์
3A4 =−

0B4A6 =−

0C4B3A2 =−+
เพราะฉะนั้น 

4
3A −= , 

8
9A

2
3B −==

และ 
32
39B

4
3A

2
1C −=+=

เพราะฉะนั้น 
32
39x

8
9x

4
3  y 2

p −−−=
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กฎสาํหรับหา py  โดยวิธีตรวจพินิจและเทียบสัมประสิทธิ์
ขอสังเกต สมการไมเอกพันธุ )x(fy)D(P =

ถา )x(f  เปนฟงกชันซึ่งเมื่อหาอนุพันธไปหลายๆ ครั้ง
ใหฟงกชันที่เปนอิสระเชิงเสนตอกันเปนจํานวนจํากัด

แลว ปริพันธเฉพาะของสมการ )x(fy)D(P =

สามารถหาไดโดยวิธีตรวจพินิจและเทียบสัมประสิทธิ์
แนวคิดในการเลือก py

1. หาอนุพันธทุกตัวของ f(x) จาก P(D)y = f(x)
สมมติ py  เปนผลรวมเชิงเสนของฟงกชันที่เปนอิสระเชิงเสน
ที่เกิดจาก )x(f  โดยการหาอนุพันธซ้ําหลายครั้ง

2. แทน py  ลงในสมการเชิงอนุพันธ P(D)y = f(x)
3. เทียบ ส.ป.ส. หาคาคงตัว
ถา )x(f  อยูในรูป )x(f  )x(f)x(f)x(f m21 +++= L

เราสามารถหาปริพันธเฉพาะได 2 ทาง
แบบที่ 1. สําหรับ m ,  ,2 ,1i K=

หา 
ipy  เมื่อ )x(f i  เปนพจนไมเอกพันธุ

แลวนําปริพันธเฉพาะเหลานี้มารวมกัน

mp2p1pp y  yyy +++= L

แบบที่ 2. หา py  โดยใช )x(f  ทั้งหมดทีเดียวเลย
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ตัวอยางที่ 4.2.1 จงหา py  ของ 2x3 x4e10y2y3y +=+′+′′

วิธีทาํ การหา 
1py  สาํหรับ x3

1 e10)x(f =

สมมติ x3
1p Aey =

แทนในสมการ x3e10y2y3y =+′+′′

  x3x3x3x3 e10)Ae(2)Ae3(3Ae9 =++
x3x3 e10Ae20 =

เพราะฉะนั้น 2
1A =  และ x3

1p e
2
1y =

การหา 
2py  สาํหรับ 2

2 x4)x(f =

สมมติ DCxBxy 2
2p ++=

แทนคาใน     2x4y2y3y =+′+′′

จะได 22 x4)DCxBx(2)CBx2(3B2 =+++++

  22 x4)D2C3B2(x)C2B6(Bx2 =+++++
โดยการเทียบสัมประสิทธิ์

4B2 = , 0C2B6 =+  และ 0D2C3B2 =++

เพราะฉะนั้น 6B3C ,2B −=−==  และ 7C
2
3BD =−−=

เพราะฉะนั้น 7x6x2y 2
2p +−=

เพราะฉะนั้น 7x6x2e
2
1yyy 2x3

2p1pp +−+=+=
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ตัวอยางที่ 4.2.2 จงหาผลเฉลยของ xcoseyy x2−=′′+′′′

วิธีทาํ สมการชวยคือ 0)1m(mmm 223 =+=+

มีราก 1 ,0 ,0m −=

ฟงกชันเติมเต็มคือ x
321c ecxccy −++=

การหา py

เพราะวาอนุพันธของ xcose x2−  มีพจน xsine x2−

สมมติ )xsinBxcosA(ey x2
p += −

}xsin)B2A(xcos)BA2{(ey x2
p −−++−=′ −

}xsin)B3A3(xcos)B4A3{(ey x2
p ++−=′′ −

และ }xsin)B2A9(xcos)B11A3{(ey x2
p −−++−=′′′ −

แทน py ′′  และ py ′′′  ลงในสมการ xcoseyy x2−=′′+′′′

}xsin)B2A9(xcos)B11A3{(e x2 −−++−−

xcose}xsin)B3A3(xcos)B4A3{(e x2x2 −− =++−+

xcose}xsin)BA6(xcosB7{e x2x2 −− =+−+
เทียบสัมประสิทธิ์จะได 1B7 =  และ 0BA6 =+−

เพราะฉะนั้น 
7
1B =  และ 

42
1A =

เพราะฉะนั้น )xsin
7
1xcos

42
1(ey x2

p += −

ผลเฉลยทั่วไปคือ
)xsin

7
1xcos

42
1(eecxccy x2x

321 ++++= −−
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยาง จงหา py  ของสมการ x3siny4y =+′′

วิธีทาํ ให x3cosBx3sinAyp +=

แทน py  ลงในสมการ    x3siny4y =+′′

x3sin)x3cosBx3sinA(4)x3cosB9x3sinA9( =++−−

x3sinx3cosB13x3sinA5 =+−
เทียบสัมประสิทธิ์จะไดวา 1A5 =−  และ 0B13 =

เพราะฉะนั้น 
5
1A −=  และ 0B =

เพราะฉะนั้น x3sin5
1yp −=

หมายเหตุ x3siny4y =+′′

อนุพันธที่ปรากฏในสมการอยูในรูปอนุพันธอันดับคูเทานั้น
เพราะวาอนุพันธของฟงกชัน sine ไปเปนจํานวนคูครั้งก็จะได
กลับมาเปนฟงกชัน sine อีกโดยไมมีฟงกชัน cosine มาเกี่ยวของ
เลย
เพราะฉะนั้นไมจําเปนตองใส x3cos  ใน py

สมมติ x3sinAyp =

จะได x3sin5
1yp −=  เหมือนกัน

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยาง จงหา py  ของสมการ x3ey6y5y −=+′+′′

วิธีทาํ สมมติ x3
p Aey −=

แทนในสมการ x3ey6y5y −=+′+′′

 x3x3x3x3 e  )Ae(6)Ae3(5Ae9 −−−− =+−+
x3e  0 −=

เกิดขอขัดแยง เพราะวา x3
p Aey −=  มีสูตร x3e−  ไปซ้ํากับ

สูตรฟงกชันใน x3
2

x2
1c ececy −− +=

การหา py  ตองกรณีที่ 2. กลาวคือ
กรณีที่ 2. ฟงกชัน m21 f,...,f,f  ใน f(x) ของ )x(fy)D(P =

มีการซ้ํากันบางตัวกับ n21 y,...,y,y

เลือกสูตร py  เลียนแบบสูตร f(x) อยางมีเงื่อนไข
(ตองใชวิธีการหาผลเฉลย py  โดยการเทียบ ส.ป.ส.)

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-19

4.3 วิธีเทียบสัมประสิทธิ์
ขั้นตอนการทาํงานโดยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ ในการหา py

ของสมการไมเอกพันธุที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
)x(fy)D(P =

1. หาผลเฉลย cy

nn2211c yc...ycycy +++=

2. หา )D(Q  ที่ทําให 0f)D(Q =

3. หาผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพันธุ
0y)D(P)D(Q =

และแยกเขียนเปน qc yyy +=

เชน mm2211q gk...gkgky +++=

4. ตองสมมติ py  มีรูปแบบเหมือน qy

เชน mm2211p gj...gjgjy +++=

เพ่ือแสดงวามีคาเปนตัวเลขเฉพาะ
5. แทน py  ในสมการ )x(fy)D(P =

และแกสมการหาคา m21 j,...,j,j

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยาง การหาผลเฉลยของ x3ey6y5y −=+′+′′

วิธีทาํ 6D5D)D(P 2 ++=

0y)6D5D( 2 =++

0y)2D)(3D( =++

1. หาผลเฉลย cy x
2

x3
1c ececy −− +=

2. หา )D(Q  ที่ทําให 0f)D(Q =

เพราะวา 0e)3D( x3 =− −  เพราะฉะนั้นเลือก 3D)D(Q −=

3. หาผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพันธุ 0y)D(P)D(Q =

0y)2D)(3D)(3D( =+++

ผลเฉลยคือ x3
3

x3
2

x2
1 ekekeky −−− ++=

และแยกเขียนเปน

qc yyy += x3
3

x3
2

x2
1 xek)ekek( −−− ++=

4. ตองสมมติ py  รูปแบบเหมือน qy  เลือก x3
p Axey −=

5. หาคา A แทนในสมการ x3ey6y5y −=+′+′′

)exe3(A5)e6xe9(A x3x3x3x3 −−−− +−+−
x3x3 eAxe6 −− =+

   x3x3 eAe −− =−

1A −=
เพราะฉะนั้น x3

p xey −−=

ผลเฉลยทั่วไปคือ x3x3
2

x2
1 xeececy −−− −+=
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-21

ตัวอยางที่ 4.3.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ

x3x
2
1

ee3y2y3y2 +=−′+′′

วิธีทาํ 2D3D2)D(P 2 −+=

x3x2
1

2 ee3y)2D3D2( +=−+

ขั้นที่ 1. หา cy

สมการชวยคือ 02m3m2 2 =−+

ราก 
2
1 ,2

)2(2
)2)(2(493

m −=
−−±−

=

x
2
1

2
x2

1c ececy += −

ขั้นที่ 2. หาตัวดําเนินการลบลาง x3x2
1

ee3 +

เพราะวา 
2
1D −  ลบลาง 

x
2
1

e3  และ 3D −  ลบลาง x3e

เพราะฉะนั้นเลือก Q(D) = )3D)(
2
1D( −−

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลยของ 0y)D(P)D(Q =

0y)D(P)D(Q =

0y)2D3D2)(3D)(
2
1D( 2 =−+−−

สมการชวยคือ 0)2m3m2)(3m)(
2
1m( 2 =−+−−

ราก 3 ,
2
1 ,

2
1 ,2m −=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-22

เพราะฉะนั้น

qc
x3

4
x2

1

3
x2

1

2
x2

1 yyecxecececy +=+++= −

เลือก x3
4

x2
1

3q ecxecy +=

ขั้นที่ 4. สมมติ x3x2
1

p BeAxey +=

ขั้นที่ 5. การหาคา A และ B

แทน py  ลงในสมการ x3x
2
1

ee3y2y3y2 +=−′+′′  จะได

)x3Be9
x2

1
Ae

x2
1

Axe
4
1(2 ++  )x3Be3

x2
1

Ae
x

2
1

Axe
2
1(3 +++

x3x2
1

x3x2
1

ee3)BeAxe(2 +=+−

x3x2
1

x3x2
1

ee3Be25Ae5 +=+
เทียบสัมประสิทธิ์จะได 3A5 =  และ 1B25 =

เพราะฉะนั้น 
5
3A =  และ 

25
1B =

เพราะฉะนั้น x3x
2
1

p e
25
1xe

5
3y +=

ผลเฉลยทั่วไปของ x3x
2
1

ee3y2y3y2 +=−′+′′  คือ
x3x2

1x2
1

2
x2

1 e
25
1xe

5
3ececy +++= −

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ xsin3yy =+′′

วิธีทาํ 1D)D(P 2 +=

xsin3y)1D( 2 =+

ขั้นที่ 1. การหา cy  ของ 0y)1D( 2 =+

คือ xsincxcoscy 21c +=

ขั้นที่ 2. หาตัวดําเนินการลบลาง sinx
เพราะวา 0xsin)1D( 2 =+  เพราะฉะนั้นเลือก 1D)D(Q 2 +=

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลยของ 0y)D(P)D(Q =

  0y)1D( 22 =+
xsinxcxcosxcxsincxcoscy 4321 +++=

เพราะฉะนั้น xsinxcxcosxcy 43q +=

ขั้นที่ 4. สมมติ xsinBxxcosAxyp +=

ขั้นที่ 5. หาคา A และ B แทน py  ลงใน xsin3yy =+′′  จะได
 [ ])xcosBxsinA(2)xsinBxcosA(x +−+−−

xsin3  )xsinBxcosA(x =++

   xsin3 xcosB2xsinA2 =+−
โดยการเทียบสัมประสิทธิ์จะได 

2
3A −= , 0B =

เพราะฉะนั้น xcosx
2
3yp −=

ผลเฉลยทั่วไปคือ xcosx
2
3xsincxcoscy 21 −+=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.3 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
xcosey8y2y x=−′+′′

วิธีทาํ 8D2D)D(P 2 −+=

ขั้นที่ 1. หา cy  ของ 0y)8D2D( 2 =−+
x2

2
x4

1c ececy += −

ขั้นที่ 2. หา Q(D) ที่ลบลาง xcosex

เพราะวา ( 1)1D( 2 +− )( xcosex ) = 0
เพราะฉะนั้นเลือก 1)1D()D(Q 2 +−=

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลยของ 0y)D(P)D(Q =

0y)2D)(4D](1)1D[( 2 =−++−
มีผลเฉลยทั่วไปคือ

qc43
xx2

2
x4

1 yy)xsincxcosc(eececy +=+++= −

เลือก )xsincxcosc(ey 43
x

q +=

ขั้นที่ 4. สมมติ )xsinBxcosA(ey x
p +=

ขั้นที่ 5. แทน py  ลงในสมการ xcosey8y2y x=−′+′′  จะได
 ]xsin)BA(xcos)BA[(ex +−+−

]xsin)BA(xcos)BA[(e2 x +−+++

 )xsinBxcosA(e8 x +− xcosex=

xcose ]xsin)B7A3(xcos)B3A7[(e xx =−−++−
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-25

โดยการเทียบสัมประสิทธิ์จะได 1B3A7 =+−

0B7A3 =−−
ซึ่งจะไดวา 

58
7A −=  และ 

58
3B =

เพราะฉะนั้น )xsin
58
3xcos

58
7(ey x

p +−=

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ xcosey8y2y x=−′+′′

คือ )xsin
58
3xcos

58
7(eececy xx2

2
x4

1 +−++= −

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ x23 xey)2D( =−

วิธีทาํ 3)2D()D(P −=

ขั้นที่ 1. หา cy  ของ 0y)2D( 3 =−

สมการชวยคือ 0)2m( 3 =−  มีราก 2 ซ้ํา 3 ครั้ง
เพราะฉะนั้น x22

3
x2

2
x2

1c excxececy ++=

ขั้นที่ 2. หา )D(Q

เพราะวา 0)xe()2D( x22 =−  เพราะฉะนั้น 2)2D()D(Q −=

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลยของ 0y)D(P)D(Q =

0y)2D( 5 =−
ผลเฉลยทั่วไปคือ

x24
5

x23
4

x22
3

x2
2

x2
1 excexcexcxececy ++++=

เลือก x24
5

x23
4q excexcy +=

ขั้นที่ 4. สมมติ x24x23
p eBxeAxy +=

ขั้นที่ 5. หาคา A และ B
แทน py  ลงในสมการ x23 xey)2D( =−  จะได

x2x2 xee)Bx24A6( =+
จากการเทียบสัมประสิทธิ์จะไดวา 0A6 =  และ 1B24 =

เพราะฉะนั้น 0A = , 
24
1B =  เพราะฉะนั้น x24

p ex
24
1y =

ผลเฉลยทั่วไป x2e4x
24
1x2e2x3cx2xe2cx2e1ccy +++=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.5 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ xcosy4y 2=+′′

วิธีทาํ 4D)D(P 2 +=  เพราะวา  xcosy4y 2=+′′

เพราะฉะนั้น
2

x2cos1y)4D( 2 +=+

ขั้นที่ 1. x2sincx2coscy 21c +=

ขั้นที่ 2. เพราะวา )4D(D 2 +  ลบลาง 
2

x2cos1+

เพราะฉะนั้น )4D(D)D(Q 2 +=

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลย 0y)D(P)D(Q =

  0y)4D(D 22 =+

5c)x2sin4cx2cos3c(xx2sin2cx2cos1cy ++++=

เลือก 543q c)x2sincx2cosc(xy ++=

ขั้นที่ 4. ให C)x2sinBx2cosA(xyp ++=

ขั้นที่ 5. แทน py  ลงในสมการ 
2

x2cos1y)4D( 2 +=+  จะได

)x2cosBx2sinA(4)x2sinBx2cosA(x4 +−+−−

2
x2cos1C4)x2sinBx2cosA(x4 +=+++

  
2

cos2x1 C4x2cosB4x2sinA4 +=++−

โดยการเทียบสัมประสิทธิ์ 0A = , 
8
1B =  และ 

8
1C =

เพราะฉะนั้น 8
1x2sinx8

1yp +=

ผลเฉลยทั่วไปคือ 8
1x2sinx8

1x2sincx2coscy 21 +++=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ 2xy2y3y =′+′′+′′′

วิธีทาํ D2D3D)D(P 23 ++=
223 xy)D2D3D( =++
2xy)1D)(2D(D =++

ขั้นที่ 1. 3
x

2
x2

1c cececy ++= −−

ขั้นที่ 2. เพราะวา 3D  ลบลาง 2x  เพราะฉะนั้น 3D)D(Q =

ขั้นที่ 3. หาผลเฉลย 0y)D(P)D(Q =

0y)1D)(2D(D4 =++  ผลเฉลยทั่วไปคือ

qc
3

6
2

543
x

2
x2

1 yyxcxcxccececy +=+++++= −−

เพราะฉะนั้น 3
6

2
54q xcxcxcy ++=

ขั้นที่ 4. สมมติ 32
p CxBxAxy ++=

ขั้นที่ 5. การหา A, B, C แทน py  ใน 2xy2y3y =′+′′+′′′

      22 x)ABx2Cx3(2)B2Cx6(3C6 =+++++

     22 xCx6x)B4C18()A2B6C6( =+++++

เพราะฉะนั้น 0A2B6C6 =++ , 0B4C18 =+  และ 1C6 =

เพราะฉะนั้น 6
1C = , 4

3C2
9B −=−=  และ 

4
7C3B3A =−−=

เพราะฉะนั้น 32
p x6

1x4
3x4

7y +−=

ผลเฉลยทั่วไป 32
3

x
2

x2
1 x6

1x4
3x4

7cececy +−+++= −−
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 4.3.7 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
xsiny)16D8D( 24 −=++

วิธีทาํ สมการชวยคือ 0)4m(16m8m 2224 =+=++

มีราก i2  และ i2−  ซ้ํา 2 ครั้ง
เพราะฉะนั้นฟงกชันเติมเต็ม

x2sinxcx2cosxcx2sincx2coscy 4321c +++=

การหาปริพันธเฉพาะ
ให xsinAyp =

แทนลงในสมการ   xsiny)16D8D( 24 −=++

แลวจะได xsin xsinA16xsinA8xsinA −=+−

xsin xsinA9 −=

เพราะฉะนั้น 
9
1A −=

เพราะฉะนั้น 
9

xsinyp −=

เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ

9
xsinx2sinxcx2cosxcx2sincx2coscy 4321 −+++=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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4.4 การหาปริพันธเฉพาะดวยตัวดาํเนินการผกผัน
บทนิยาม

)D(P
1 เรียกวา ตัวดาํเนินการผกผัน ของ )D(P

)x(g)x(f
)D(P

1 =  ก็ตอเมื่อ )x(g)D(P)x(f =

ทฤษฎีบท ผลเฉลย py  ของสมการ )x(fy)D(P =

)x(f)D(P
1yp =

ตัวอยาง P(D) = D

ตัวอยาง x2e2Dy =

1c cy =

)e2(D
1y x2

p =  = x2e

ผลเฉลยคือ x2
1pc ecyyy +=+=

ตัวอยาง xcosDy =

1c cy =

)x(cosD
1yp =  = sinx

ผลเฉลยคือ xsincyyy 1pc +=+=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยาง P(D) = D + 4

ตัวอยาง x41y)4D( +=+
x4

1c ecy −=

x)x41(4D
1yp =+
+

=

ผลเฉลยคือ xecyyy x4
1pc +=+= −

ตัวอยาง xsin4xcosy)4D( +=+
x4

1c ecy −=

xsin)xsin4x(cos4D
1yp =+
+

=

ผลเฉลยคือ xsinecyyy x4
1pc +=+= −

ตัวอยาง 2xy)4D( =+
x4

1c ecy −=

?...........................)x(4D
1y 2

p =
+

=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-32

ตัวอยางที่ 4.4.1 ถา 22 xyD =  จะได

21
4

1
322

2 cxc12
xc3

x
D
1)xD

1(D
1x

D
1y ++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+===

หมายเหตุ
ผลเฉลยที่หาไดนั้นเปนผลเฉลยบริบูรณของสมการ 22 xyD =

โดยที่ pc yyy +=

เมื่อ 21c cxcy +=  และ 
12
xy

4
p =

เพราะฉะนั้น
ถาตองการหา py  ไมตองใสคาคงตัวของการหาปริพันธ
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-33

ขอสังเกต
โดยทั่วไปแลว )D(P

)D(P
1

)D(P
1)D(P ≠

ตัวอยางเชน D)D(P =  และ x)x(f =

จะได

x  c
2

xD)x
D
1(D)x(f

)D(P
1)D(P

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+==

แต kx  1
D
1  )Dx(

D
1  )x(f)D(P

)D(P
1 +===

เพราะวา k เปนคาคงตัวใดๆ ซึ่งไมจําเปนตองเปนศูนย
เพราะฉะนั้น )D(P

)D(P
1

)D(P
1)D(P ≠

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-34

สมบัติของตัวดาํเนินการผกผัน
1. )x(g

)D(P
1)x(f

)D(P
1)]x(g)x(f[

)D(P
1 β+α=β+α

2. )]x(f
)D(P

1[
)D(Q

1)]x(f
)D(Q

1[
)D(P

1)x(f
)D(Q)D(P

1 ==

3. )x(f
)D(Q

1)x(f
)D(P

1)x(f  ]
)D(Q

1
)D(P

1[ β+α=β+α

4. ∫ −=
−

= dx )x(fe e)x(faD
1y axax

p

5. ∫∫ ∫ −=
−

kax

k

ax
k )dx)x(fee)x(f

)aD(
1 (  

ครั้ง   
L

4. พิสูจน )x(fy)aD( =−

  )x(fey)aD(e axax −− =−

)x(feyaeDye axaxax −−− =−

)x(fe)ye(D axax −− =

)]x(fe[D
1ye axax −− =

เพราะฉะนั้น ∫ −=
−

dx )x(fe e)x(faD
1 axax

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-35

5. ∫∫ ∫ −=
−

kax

k

ax
k )dx)x(fee)x(f

)aD(
1 (  

ครั้ง   
L

พิสูจน เพราะวา ∫ −=
−

dx )x(fe e)x(faD
1 axax

และ )]x(f
)aD(

1[
)aD(

1)x(f
)aD(

1
k1k −−

=
− +

 ])dx)x(fee[
)aD(

1 kax

k

ax ∫∫ ∫ −
−

= (  
ครั้ง   
L

 dx])dx)x(fee[ee kax

k

axaxax  (  
ครั้ง   
∫∫ ∫∫ −−= L

 ∫∫ ∫ +−

+
= 1kax

)1k(

ax )dx)x(fee (  
ครั้ง    

L

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร
∫∫ ∫ −=

−
nax

n

ax
n )dx)x(fee)x(f

)aD(
1 (    

ครั้ง   
L

หมายเหตุ การหาปริพันธแตละคร้ังไมตองใสคาคงตัวไมเจาะจง
เพราะเราตองการหาเพียงแคปริพันธเฉพาะ
ของสมการเชิงอนุพันธเทานั้น

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-36

ตัวอยางที่ 4.4.2 จงหา py  ของ x323 ey)4D3D( =−+

วิธีทาํ )1D()2D(4D3D 223 −+=−+
x3

2p e
)1D()2D(

1y
−+

=  

x3
2

e
)1D(

1
)2D(

1
−+

= 

)dxeee(
)2D(

1 x3xx
2    ∫ −

+
=

2
e

)2D(
1 x3

2+
= 

∫∫−= dxdx
2

eee
x3x2x2     

∫−= dx
10

ee
x5x2   

50
e x3

 =
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-37

ตัวอยางที่ 4.4.3 จงหา py  ของ x323 ey)4D3D( =−+

จงหา py  โดยใชตัวดําเนินการผกผันในรูปของเศษสวนยอย

วิธีทาํ x3
2p e

)1D()2D(
1y

−+
=

เพราะวา =
−+ )1D()2D(

1
2  2)2D(3

1
)2D(9

1
)1D(9

1
+

−
+

−
−

เพราะฉะนั้น
x3

2p e
)2D(3

1
)2D(9

1
)1D(9

1y  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

+
−

−
=

x3
2

x3x3 e
)2D(

1
3
1e

)2D(
1

9
1e

)1D(
1

9
1

+
−

+
−

−
=

∫∫ −− −= dxeee9
1dxeee9

1 x3x2x2x3xx     

dxdxeee3
1 x3x2x2    ∫∫−−

dxdxee
3
1dxee

9
1dxee

9
1 x5x2x5x2x2x        ∫∫∫∫ −− −−=

x3x3x3 e
75
1e

45
1e

18
1 −−=

50
e x3

=

เพราะฉะนั้น 
50

ey
x3

p =

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-38

การหา )x(f
)D(P

1  สาํหรับ )x(f  รูปแบบตางๆ

ตัวอยางเชน
2xx1)x(f)D(P

1 ++=

x2e)x(f)D(P
1 =

x3sin)x(f)D(P
1 =

รูปแบบผสมของการบวก
xsinxe)x(f)D(P

1 x2 ++=

รูปแบบผสมของการคูณ
x2xe)x(f)D(P

1 =

xsine)x(f)D(P
1 x2=

xsinx)x(f)D(P
1 =

xsinex)x(f)D(P
1 x42=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-39

แบบที่ 1. )x(f  เปนพหุนามระดับขั้น m ใชการหารยาว
หาสูตร 

)D(P
1

โดยการตั้งหารยาวจะได
LL      +++++= m

m
2

210 DADADAA
)D(P

1

เนื่องจาก 0)x(fDk ≡

สําหรับ K  ,2m,1mk ++=

เราจะหยุดการหารเมื่อเราไดพจน mD  ในผลลัพธ
เพราะฉะนั้น

m
m

2
210 DADADAA

)D(P
1 ++++=     L

)x(f)DADADAA()x(f
)D(P

1 m
m

2
210 ++++=     L

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-40

ตัวอยางที่ 4.4.4 จงหา py  ของ 1xy)2DD( 22 +=+−

วิธีทาํ )12x(
2D

2
1D

2
11

1
2
1)12x(

2D2D
1

py +
+−

=+
+−

=  

32

32

2

2

2

2

D
4
1D

4
1

D
4
1D

4
1D

2
1

D
2
1D

2
1

D
2
1D

2
11

D
4
1D

2
11

1D
2
1D

2
11

−−

+−

−

+−

+−+

+−

                                      

                                

                                

                           

          

                                         

L

)1x(D
4
1D

2
11[

2
1y 22

p +−+=  ]

 )]1x(D
4
1)1x(D

2
11x[

2
1 2222 +−+++=

 )]2(
4
1)x2(

2
11x[

2
1 2 −++=

 )
2
1xx(

2
1 2 ++=
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-41

วิธีที่ 2 ทฤษฎีบททวินาม

L  +++==
− ∑

∞

=

2

0k

k tt1t
t1

1

ตัวอยางเชน
)x(f

D
a
a

D
a
a

1

1
a
1)x(f

)D(P
1

2

2

0

2

12
 

++

=

และถาเราให 2

2

0

2

1 D
a
a

D
a
a

t −−=

เราก็จะสามารถเขียน
  )x(f

D
a
a

D
a
a

1

1
a
1

2

2

0

2

12
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

)x(f
2

2D
2a
0a

D
2a
1a2D

2a
0a

D
2a
1a

1
2a
1      

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−+= L

โดยที่เราจะกระจายอนุกรมจนถึงพจน mD  เทานั้น

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-42

ตัวอยางที่ 4.4.4 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
1xy)2DD( 22 +=+−

วิธีทาํ
)1x(

D
2
1D

2
11

1
2
1)1x(

2DD
1y 2

2
2

2p +
+−

=+
+−

=  

โดยการกระจายทวินาม
L +−+−+=

−−

222
2

)D
2
1D

2
1()D

2
1D

2
1(1

)D
2
1D

2
1(1

1

L +−+= 2D
4
1D

2
11 ............................... หยุดที่ 2D  พอ

เพราะฉะนั้น
)1x](D4

1D2
112

1y 22
p +−+= [

)2
1xx(2

1 2 ++=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-43

แบบที่ 2 xe)x(fy)D(P α==  และ xe)x(f α=

2.1 ถา 0)(P ≠α  แลว 
)(P

ee
)D(P

1 xx
α

=
αα

2.2 ถา 0)(P =α  และ α  เปนรากซ้ํากัน k ครั้ง

แลว 
)(P

exe)D(P
1

)k(
xkx
α

=
αα

พิสูจน xx e)(Pe)D(P αα α=

เพราะวา 0)(P ≠α

เพราะฉะนั้น
xxxx

ee)(P
)(P

1e)D(P
)(P

1
)(P

e)D(P αααα
=α

α
=

α
=

α

เพราะฉะนั้น 
)(P

ee
)D(P

1 xx
α

=
αα

หมายเหตุ 0)(P =α  จะเกิดขึ้นเมื่อ xceα  เปนสวนหนึ่งของ cy

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-44

ตัวอยางที่ 4.4.5 จงหา py  ของ 3e2y)3D2D( x2 −=+−

วิธีทาํ )3e2(
3D2D

1y x
2p −

+−
=

x0
2

x
2

e
3D2D

13e
3D2D

12
+−

−
+−

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
=

3)0(2)0(
e3

3)1(2)1(
e2

2

x0

2

x

1ex −=

ตัวอยาง จงหา py  ของ x42 ey)8D2D( =−−

วิธีทาํ 8D2D)D(P 2 −−=

8m2m)m(P 2 −−=

0)4(P =

2m2)m(P −=′

6)4(P =′

)e()D(P
1y x4

p =

)4(P
ex
'

x41
=

6
xe x4

=
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-45

แบบที่ 3 )x(Fe)x(fy)D(P xα==

ทฤษฎีบทการเลื่อนของตัวดาํเนินการ
เมื่อ )x(F  เปนพหุนาม ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันเลขชี้กําลัง

)x(F
)D(P

1e)x(Fe
)D(P

1 xx
α+

= αα

การพิสูจน การแสดงวา
])x(ge[D)x(ge)x(Dge)x(g)D(e xxxx αααα =α+=α+

สําหรับ k ที่เปนจํานวนเต็มบวก
สมมติให ])x(ge[D)x(g)D(e xkkx αα =α+

พิจารณา
)]x(g)D[()D(e)x(g)D(e kx1kx α+α+=α+ α+α

 )]x(g)D(e[D xk α+= α

 )]x(ge[DD xk α=

 )]x(ge[D x1k α+=

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร )x(g)D(e)]x(ge[D nxxn α+= αα

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-46

การพิสูจน )x(g)D(Pe)x(ge)D(P xx α+= αα

เพราะฉะนั้น )x(ge)D(P xα

)x(ge)aDa...DaDa( x
n1n

1n
1

n
0

α
−

− ++++=

  L++= α−α )x(geDa)x(geDa x1n
1

xn
0

)x(gea)x(gDea... x
n

x
1n

αα
− ++

  L+α++α+= −αα )x(g)D(ea)x(g)D(ea 1nx
1

nx
0

)x(gea)x(g)D(ea x
n

x
1n

αα
− +α++  L

  L+α++α+= −α 1n
1

n
0

x )D(a)D(a[e

)x(g]a)D(a n1n +α++ −  L

 )x(g)D(Pe x α+= α

เพราะฉะนั้น )x(g)D(Pe)x(ge)D(P xx α+= αα

แทนคา )x(F
)D(P

1)x(g
α+

=

จะได
)x(F)D(P

1)D(Pe)x(F)D(P
1e)D(P xx

α+
α+=

α+
αα

)x(Fe xα=

เพราะฉะนั้น )x(F
)D(P

1e)x(Fe
)D(P

1 xx
α+

= αα

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-47

ตัวอยางที่ 4.4.6 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
 )1x(ey)8D5D( 2x22 +=+−

วิธีทาํ
)]1x(e

8D5D
1y 2x2

2p +
+−

=  [

 )1x(
8)2D(5)2D(

1e 2
2

x2 +
++−+

=  

 )1x(
2DD

1e 2
2

x2 +
+−

=  

 )1x))(D4
1D2

11(2
1(e 22x2 +++=

 )]1x(D4
1)1x(D2

11x[2
e 2222x2

+−+++=

 )]2(4
1)x2(2

11x[2
e 2x2

−++=

 )2
1xx(2

e 2x2
++=

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-48

ตัวอยางที่ 4.4.7 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
x2 ey)2DD( −=−−

วิธีที่ 1. 2DD)D(P 2 −−=

2mm)m(P 2 −−=

0)1(P =−

1m2)m(P −=′

3)1(P −=−′

3
xe

)1(P
xee)D(P

1y
xxx

p −
=

−′
==

−−−

วิธีที่ 2. ใชสูตร )x(F
)D(P

1e)x(Fe
)D(P

1 xx
α+

= αα

x0xx0x
p e)1D(P

1eee)D(P
1y ⋅

−
=⋅= −−

 x0
2

x e
2)1D()1D(

1e
−−−−

= −

  x0
2

x e
D3D

1e
−

= −

  )e3D
1(D

1e x0x
−

= −

  )3)0(
e(D

1e
x0x
−

= −

  )3
1(D

1e x −= −

  )dx)3
1((e x −= ∫−  xxe3

1 −−=
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บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-49

แบบที่ 4 xcos)x(fy)D(P α==  เมื่อ R∈α

xsin)x(fy)D(P α==  เมื่อ R∈α

xcos
)(P

1xcos
)D(P

1
22

α
α−

=α  เมื่อ 0)(P 2 ≠α−

xsin
)(P

1xsin
)D(P

1
22

α
α−

=α  เมื่อ 0)(P 2 ≠α−

ตัวอยาง จงหา py  ของสมการ x3cosy)3D2D( 2 =−+

วิธีทาํ x3cos
3D2D

1y
2p  

−+
=

แทน 2D  ดวย 9322 −=−=α−  สวน D ยังไมแทนคา
x3cos

3D29
1yp    

−+−
= x3cos)

6D
1

2
1

−
= ( 

ทําตัวสวนของตัวดําเนินการใหเปนฟงกชันของ 2D

x3cos)6D
1

6D
1)6D((2

1yp    
−+

+=

x3cos
36D

1)(6D((2
1

2  )) 
−

+=

}x3cos
36D

1){6D(2
1

2   
−

+=

แทน 2D  ดวย 932 −=−

x3cos)6D(90
1}x3cos369

1){6D(2
1yp +

−
=

−−
+=   

x3cos)6D(
90
1yp    +

−
=  )x3cos2x3(sin

30
1 −=
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การพิสูจน xcos
)(P

1xcos
)D(P

1
22

α
α−

=α  เมื่อ 0)(P 2 ≠α−

เพราะวา n1n
1n

1
n

0 aDaDaDa)D(P ++++= −
−   L

n
2

1n
1n2

1
n2

0
2 aDa)D(a)D(a)D(P ++++= −

−   L

n
2

1n
1n2

1
n2

0
2 a)(a)(a)(a)(P +α−++α−+α−=α− −

−   L

เพราะฉะนั้น xcos)D(P 2 α

xcos]aDa)D(a)D(a[ n
2

1n
1n2

1
n2

0 α++++= −
−   L

 L +α+α= − xcos)D(axcos)D(a 1n2
1

n2
0

xcosaxcosDa n
2

1n α+α+ −  L

   L+αα−+αα−= − xcos)(axcos)(a 1n2
1

n2
0

xcosaxcos)(a n
2

1n α+αα−+ −  L

xcos]a)(a)(a)(a[ n
2

1n
1n2

1
n2

0 α+α−++α−+α−= −
−   L

 xcos)(P 2 αα−=

เพราะฉะนั้น xcos)D(P 2 α xcos)(P 2 αα−=

xcos
)(P

1)D(Pxcos)D(P
)(P

1xcos
2

22
2

α
α−

=α
α−

=α

เพราะฉะนั้น xcos
)(P

1xcos
)D(P

1
22

α
α−

=α

หมายเหตุ ในทางปฏิบัติเราจะแทน 2D  ใน )D(P  ดวย 2α−
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แบบที่ 5 xcos)x(fy)D(P α==  และ 0)(P 2 =α−

xsin)x(fy)D(P α==  และ 0)(P 2 =α−

ใชสูตรออยเลอร θ+θ=θ sinicosei

xcosα  = )eRe( xiα

xsinα  = )eIm( xiα

และ )ee)D(P
1Re()eRe()D(P

1xcos)D(P
1 x0xixi ⋅==α αα

  )ee)D(P
1Im()eIm()D(P

1xsin)D(P
1 x0xixi ⋅==α αα

และทฤษฎีบทการเลื่อนของตัวดําเนินการ
)x(F

)D(P
1e)x(Fe

)D(P
1 xx

α+
= αα
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ตัวอยางที่ 4.4.9 จงหาผลเฉลยบริบูรณของสมการ
xcosy)2DD2D(y)D(P 23 =+++=

วิธีทาํ
ขั้นที่ 1 หาฟงกชันเติมเต็ม cy

สมการชวยของ 0y)D(P =

คือ 0)2m)(1m(2mm2m 223 =++=+++

รากคือ 2,i,i −−   

เพราะฉะนั้น x2
321c ecxsincxcoscy −++=

ขั้นที่ 2 หาปริพันธเฉพาะ cy

เพราะวา xcosy)2DD2D(y)D(P 23 =+++=

และ 0)1(P 2 =−

เพราะฉะนั้นตองใชสูตร
)eRe()D(P

1xcos)D(P
1y ix

p ==

)eRe(
2DD2D

1y ix
23p

+++
=

)ee
)2D)(iD)(iD(

1Re x0ix ⋅
++−

= ( 

)e
]2)iD][(i)iD][(i)iD[(

1e(Re x0ix
++++−+

=  

])e
)2iD)(i2D(

1[
D
1e(Re x0ix

+++
=  
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])
)2i0)(i20(

e[
D
1e(Re

x0ix
+++

=  

)1
D
1

i21
e(Re

2
1 ix

+−
=  

)x
i21

e(Re
2
1 ix

+−
=  

)x
)i21)(i21(

)xsinix)(cosi21((Re
2
1

−−+−
+−−

=  

)]xsinxcos2(i)xsin2xcos[(Re
10
x −−++−=  

)xsin2xcos(
10
x +−=

ขั้นที่ 3 ผลเฉลยบริบูรณคือ
 pc yyy +=

 )xsin2xcos(
10
xecxsincxcosc x2

321 +−+++= −
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แบบที่ 6
)x(fy)D(P =  และ

)x(f  อยูในรูป xcosx m α  หรือ xsinx m α

ใชสูตร
)xe)D(P

1(Re)xeRe()D(P
1xcosx)D(P

1 mximxim αα ==α  

)xe)D(P
1(Im)xeIm()D(P

1xsinx)D(P
1 mximxim αα ==α  

รวมกับทฤษฎีบทการเลื่อนของตัวดําเนินการ

บทที่ 4
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ตัวอยางที่ 4.4.10 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
 x2cosxy)1D( 22 =+

วิธีทาํ )x2cosx(
1D

1y 2
2p
+

=

 )xeRe(
1D

1 2ix2
2 +

=

 )xe
1D

1Re( 2ix2
2 +

=

 ) x
1i)2(D

1(eRe 2
2

ix2
++

=

 ) x
3iD4D

1(eRe 2
2

ix2
−+

=

 ) x
D)3

1i3
4D(1
1(eRe3

1 2ix2

+−
−=

 )] xD)3
1i3

4(DD)3
1i3

4D(1[(eRe3
1 222ix2 ++++−=

 )] xD9
16D3

1iD3
41[(eRe3

1 222ix2 −++−=

 )]9
26ix3

8x)(x2sinix2cos[(Re3
1 2 −++−=

 x2sinx
9
8x2cos)

9
26x(

3
1 2 +−−=
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สรุปการหาปริพันธเฉพาะ py

ของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์
เปนคาคงตัวโดยการใชตัวดาํเนินการผกผัน

แบบที่ 1. m
m10 xb...xbby)D(P +++=  พหุนาม

ใชการหารยาวหรือทฤษฎีบททวินาม
เอาเฉพาะพจนที่มี m2 D,,D,D,1      K

แบบที่ 2 xe)x(fy)D(P α==  และ xe)x(f α=

2.1 ถา 0)(P ≠α  แลว 
)(P

ee
)D(P

1 xx
α

=
αα

2.2 ถา 0)(P =α  และ α  เปนรากซ้ํากัน k ครั้ง

แลว 
)(P

exe)D(P
1

)k(
xkx
α

=
αα

หรือเขียน xeα  เปน x0x ee ⋅α  แลวใชแบบที่ 3

แบบที่ 3 )x(f  อยูในรูป )x(Fe xα

)x(F  เปนพหุนาม ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันเลขชี้กําลัง
ใชทฤษฎีบทการเลื่อนของตัวดําเนินการ

)x(F
)D(P

1e)x(Fe
)D(P

1 xx
α+

= αα
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แบบที่ 4 xcosy)D(P α= , xsiny)D(P α=  เมื่อ 0)(P 2 ≠α−

xcos
)(P

1xcos
)D(P

1
22

α
α−

=α

xsin
)(P

1xsin
)D(P

1
22

α
α−

=α

แบบที่ 5 xcosy)D(P α= , xsiny)D(P α=  เมื่อ 0)(P 2 =α−

)ee)D(P
1(Re)eRe()D(P

1xcos)D(P
1 x0xixi ⋅==α αα  

)ee)D(P
1(Im)eIm()D(P

1xsin)D(P
1 x0xixi ⋅==α αα  

แบบที่ 6 )x(f  อยูในรูป xcosx m α  หรือ xsinx m α

)xe)D(P
1(Re)xeRe()D(P

1xcosx)D(P
1 mximxim αα ==α  

)xe)D(P
1(Im)xeIm()D(P

1xsinx)D(P
1 mximxim αα ==α  
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ตัวอยางที่ 4.4.11 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
3x22 xey)4D( =−

วิธีทาํ 3x2
2p xe

4D
1y
−

=

3
2

x2 x
4)2D(

1e  
−+

=

3
2

x2 x
D4D

1e  
+

=

3x2 x
)4D(D

1e  
+

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= 3x2 x

)
4
D(1

1
D
1e

4
1  

]x)
4
D()

4
D()

4
D(1[{

D
1e

4
1 332x2  }−+−+−+=

)xD
64
1xD

16
1Dx

4
1x(

D
1e

4
1 333233x2 −+−=

)x
32
3x

8
1x

4
1x

4
1(e

4
1 234x2 −+−=

เพราะฉะนั้น x2234
p e)x

8
3x

2
1xx(

16
1y −+−=
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ตัวอยางที่ 4.4.12 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
 x2siney)4D4D( x2 =+−

วิธีทาํ x2sine
4D4D

1y x
2p

+−
=

x2sin
4)1D(4)1D(

1e
2

x

++−+
=

x2sin
1D2D

1e
2

x

+−
=

x2sin
1D2)2(

1e
2

x

+−−
=

x2sin
3D2

1ex
+

−=

x2sin
3D2

1
3D2

1)3D2(ex
+−

−−=

)x2sin
9D4

1)(3D2(e
2

x

−
−−=

)x2sin
9)2(4

1)(3D2(e
2

x

−−
−−=

x2sin)3D2(e
25
1 x −=

)x2sin3x2cos4(e
25
1 x −=
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ตัวอยางที่ 4.4.13 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
 x2siny)5D9D5D( 23 =+++

วิธีทาํ x2sin
5D9D5D

1y
23p

+++
=

x2sin
5D9)2(5D)2(

1
22 ++−+−

=

x2sin
15D5

1
−

=

x2sin
3D

1
3D

1)3D(
5
1

−+
+=

)x2sin
9D

1)(3D(
5
1

2 −
+=

)x2sin
9)2(

1)(3D(
5
1

2 −−
+=

x2sin)3D(
65
1 +−=

)x2sin3x2cos2(
65
1 +−=
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ตัวอยางที่ 4.4.14 จงหาปริพันธเฉพาะของสมการ
 x2cosey)5D2D( x2 =+−

วิธีทาํ x2cose
5D2D

1y x
2p +−

=

 x2cos
5)1D(2)1D(

1e
2

x

++−+
=

 x2cos
4D

1e
2

x

+
=

 )ee
4D

1 (Ree x0ix2
2

x ⋅
+

=

 )e
4i)2(D

1 (eRee x0
2

ix2x
++

=

 )e
iD4D

1 (eRee x0
2

ix2x
+

=

 )ei4D
1

D
1 (eRee x0ix2x

+
=

 )i4
1

D
1 (eRee ix2x=

 x)]4
ix)(2sinix2cos [(Reex −+=

 x2sinxe
4
1 x=
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4.5 การแปรพารามิเตอร (Variation of Parameters)
การหาผลเฉลยของสมการอันดับสอง

)x(fy)x(ay)x(ay)x(a 210   =+′+′′

การแปรพารามิเตอร (variation of parameters)
ขั้นที่ 1. หาผลเฉลย cy

ของ )x(fy)x(ay)x(ay)x(a 210   =+′+′′

)x(yc)x(ycy 2211c +=

ขั้นที่ 2. ให )x(y)x(u)x(y)x(uy 2211p +=  

ขั้นที่ 3. หาฟงกชัน 1u  และ 2u  จากระบบสมการ
0yuyu 2211   =′+′

)x(a
)x(fyuyu

0
2211   =′′+′′

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ขั้นที่ 4. แกสมการโดยใชหลักเกณฑคราเมอร (Cramer’s rule)
จะได

    

  

21
21

2
0

2

1

yy
yy

y
)x(a

)x(f
y0

u

′′

′

=′  และ 
    

  

21
21

0
1

1

2

yy
yy

)x(a
)x(fy

0y

u

′′

′

=′

หรือ 
)x(a

)x(f
yyyy

y
u

01221

2
1 ⋅

′−′
−=′

และ 
)x(a

)x(f
yyyy

y
u

01221

1
2 ⋅

′−′
=′

หรือ 
)x(a

)x(f
)y,y(W

y
u

021

2
1 ⋅−=′

และ 
)x(a

)x(f
)y,y(W

y
u

021

1
2 ⋅=′

เพราะฉะนั้น dx
)x(a

)x(f
)y,y(W

y
u

021

2
1   ∫ ⋅−=

และ ∫ ⋅= dx
)x(a

)x(f
)y,y(W

y
u

021

1
2   

เพราะฉะนั้น 2211p yuyuy += 
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ตัวอยางที่ 4.5.1 จงหาผลเฉลยบริบูรณของสมการ
xsecyy =+′′

วิธีทาํ สมการเอกพันธุสัมพัทธ 0yy =+′′

มี xcosy1 =  และ xsiny2 =  เปนผลเฉลยหลักมูล
เพราะฉะนั้น xsincxcoscy 21c +=

สมมติ xsinuxcosuy 21p +=

เพราะวา xsecyy =+′′  เพราะฉะนั้น 1)x(a 0 = , xsec)x(f =

จากระบบสมการ 0xsinuxcosu 21   =′+′

 ( ) xsecxcosuxsinu 21   =′+−′

จะได xtan
xsinxcos

xsecxsin0

xcosxsin
xsinxcos

xcosxsec
xsin0

u 221 −=
+

−=

−

=′
  

  

และ 1
xsinxcos

1xsecxcos

xcosxsin
xsinxcos
xsecxsin

0xcos

u 222 =
+

−=

−

−
=′

  

  

เพราะฉะนั้น ∫ =−= xcoslndxxtanu1   (ไมตองมีคาคงตัว)
และ ∫ == xdx1u 2  (ไมตองมีคาคงตัว)
เพราะฉะนั้น xsinxxcos)xcos(lnyp +=

เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ y = ฟงกชันเติมเต็ม + ปริพันธเฉพาะ
y = xsinxxcos)xcos(lnxsincxcosc 21 +++
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ตัวอยางที่ 4.5.2 กําหนดสมการ x6y2yx =′+′′

ถาเราทราบวาฟงกชันเติมเต็มของสมการนี้คือ 
x
1ccy 21c +=

จงหาปริพันธเฉพาะของสมการที่กําหนดใหนี้
วิธีทาํ เพราะวา 

x
1ccy 21c +=

เพราะฉะนั้นให 1)x(y1 =  และ x
1)x(y2 =

สมมติ 
x
1uuy 21p +=

จากระบบสมการ 0x
1u1u 21   =⋅′+⋅′

6x
x6

x
1(u0u 221     ) ==−′+⋅′

จะไดวา 2
2 x6)x(u −=′  และ x6

x
u

)x(u 2
1 =

′
−=′

เพราะฉะนั้น 2
1 x3)x(u =  และ 3

2 x2)x(u −=

เพราะฉะนั้น 222
3

2
p xx2x3

x
)x2(1x3y =−=

−
+⋅=
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สรุปเกี่ยวกับการหา py  ของ P(D)y = f(x)
1. การตรวจพินิจ เปนการเลือกโครงสรางของสูตรผลเฉลย

จากสมการของโจทย การเลือกสูตร py  มีคําแนะนําดังนี้
ถา P(D) มีพจน ในสูตร py  ควรจะมี

nD 1, x , 2x , ... , 1nx −

D – a axe

2)aD( − axe , axxe

3)aD( − axe , axxe , ax2ex

n)aD( − axe , axxe , ... , ax1n ex −

22 b)aD( +− bxsineax  และ bxcoseax

222 )b)aD(( +− bxsineax , bxcoseax ,
x bxsineax , x bxcoseax

n22 )b)aD(( +− bxsinex ax1k−  และ
bxcosex ax1k−

k = 1, 2, ... , n – 1
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2. การเทียบ ส.ป.ส. เปนขั้นตอนการทํางานเพ่ือหา py

(ดูขั้นตอนหนา 4-19)

3. โดยใชตัวดําเนินการผกผัน
3.1 )D(P

1 (พหุนามดีกรี k)

หารยาว )D(P
1  จนถึงดีกรี k ไดเปน H(D)

)D(P
1 (พหุนามดีกรี k) = H(D)(พหุนามดีกรี k)

3.2 xe)x(fy)D(P α==  และ xe)x(f α=

3.2.1 ถา 0)(P ≠α  แลว 
)(P

ee
)D(P

1 xx
α

=
αα

3.2.2 ถา 0)(P =α  และ α  เปนรากซ้ํากัน k ครั้ง

แลว 
)(P

exe)D(P
1

)k(
xkx
α

=
αα

3.3 ทฤษฎีบทการเลื่อนของตัวดาํเนินการ
)x(F)D(P

1e))x(Fe()D(P
1 xx

α+
= αα

บทที่ 4
สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

4-68

3.4 xcos)x(fy)D(P α==  เมื่อ R∈α

xsin)x(fy)D(P α==  เมื่อ R∈α

3.4.1 เมื่อ 0)(P 2 ≠α−

xcos
)(P

1xcos
)D(P

1
22

α
α−

=α

xsin
)(P

1xsin
)D(P

1
22

α
α−

=α

(หมายเหตุ พบ 2D  ใหแทนคาดวย 2α− )

3.4.2 เมื่อ 0)(P 2 =α−

)eRe()D(P
1xcos)D(P

1 xiα=α

)eIm()D(P
1xsin)D(P

1 xiα=α

4. การแปรพารามิเตอร (Variation of Parameters)
การหาผลเฉลยของสมการอันดับสอง

)x(fy)x(ay)x(ay)x(a 210   =+′+′′

(ดูหนา 4-62)
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