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7.1 สมการโคชี-ออยเลอร (The Cauchy-Euler Equation)
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สมการโคชี-ออยเลอรเอกพันธุอันดับสองอันดับ n
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ydx
n

n
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เพราะฉะนั้นสมการโคชี-ออยเลอรเอกพันธุอันดับ n
0yayxa  yxayxa n1n

)1n(1n
1

)n(n
0 =+′+++ −
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จะเขียนในรูปตัวดําเนินการไดเปน
 0yaDya  y)1nD()1D(Da n1n0 =++++−− −LL

มีสมการชวยคือ
0ama  )1nm()1m(ma n1n0 =++++−− −LL
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ทฤษฎีบท
ถา iy  เปนผลเฉลยของ
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1
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ซึ่งสมนัยกับราก im  ของสมการชวย
0ama  )1nm()1m(ma n1n0 =++++−− −LL

และถารากนี้เปนรากซ้ํา k ครั้ง
แลว 1k

iii )x(lny ,  ,xlny ,y −K  เปนผลเฉลย

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ
0yayxa  yxayxa n1n

)1n(1n
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)n(n
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คือผลรวมเชิงเสนของผลเฉลยเหลานี้ที่ไดมาจากรากที่ตางกันทั้ง
หมดของสมการ
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สมการโคชี-ออยเลอรเอกพันธุอันดับสองอันดับ 2
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ผลเฉลยจําแนกเปน 3 กรณีคือ
กรณีที่ 1 ราก 2 รากเปนจํานวนจริงที่ตางกันคือ 1m  และ 2m
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ตัวอยางที่ 7.1.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
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ตัวอยางที่ 7.1.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
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ตัวอยางที่ 7.1.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
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ตัวอยางที่ 7.1.7 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
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สมการเชิงอนุพันธในรูปแบบ
  y)bax(ay)bax(a )1n(1n

1
)n(n

0 L++++ −−

)x(fyay)bax(a  n1n =+′++ −L

แทนคา zebax =+  หรือ z)baxln( =+  (สําหรับ 
a
bx −> )

และ 
dz
dD =

จะไดวา y)1nD()1D(Da
dx

yd)bax( n
n

n
n +−−=+ L

แทนในสมการ
  y)bax(ay)bax(a )1n(1n

1
)n(n

0 L++++ −−

)x(fyay)bax(a  n1n =+′++ −L

จะเปลี่ยนเปน
  y)1nD()1D(Daa n

0 LL ++−−

)a
be(fyaaDya 

z
n1n

−=++ −L

เปนสมการที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว
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ตัวอยางที่ 7.1.8 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
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7.2 จุดสามัญและจุดเอกฐาน
บทนิยามที่ 7.2.1 อนุกรมกาํลัง (power series) ใน 0xx −

คืออนุกรมอนันต ∑
∞

=
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0n

n
0n )xx(a 

∑
∞

=
−

0n

n
0n )xx(a  เปนอนุกรมกําลังที่มีจุดศูนยกลางที่ 0x

เมื่อให x มีคาคาหนึ่ง

1. ถา ∑
∞

=
−

0n

n
0n )xx(a  มีคาเปนจํานวนจริง

เรากลาววา อนุกรมลูเขา (converge) ที่จุด x

2. ถาอนุกรมไมลูเขาที่จุด x
จะกลาววา อนุกรมลูออก (diverge) ที่จุด x

3. ชวงของการลูเขา (interval of convergence)
คือเซตของจํานวนจริง x ทั้งหมดที่ทําใหอนุกรมลูเขา

4. ทุกชวงของการลูเขา
จะมี รัศมีของการลูเขา (radius of convergence)
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รัศมีของการลูเขา R (radius of convergence R)

การลูเขาของ ∑
∞

=
−
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n
0n )xx(a  มี 3 แบบ

 (1) อนุกรมลูเขาเฉพาะ x = 0x  ในกรณีนี้ 0R =

 (2) อนุกรมลูเขาทุกคา x ซึ่ง R |xx| 0 <−  โดยที่ 0R >

และอนุกรมลูออกทุกคา x ซึ่ง R |xx| 0 >−

 (3) อนุกรมลูเขาสําหรับทุกคา x ในกรณีนี้เราเขียน ∞=R

การลูเขาอยางสัมบูรณ
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สมบัติของอนุกรมกาํลัง
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5. ถา ∑
∞

=
−=

0n

n
0n )xx(a )x(f

และ ∑
∞

=
−=

0n

n
0n )xx(b )x(g  )Rx,Rx(x 00 +−∈∀

แลว

(1) ∑
∞

=
−=

0n

n
0n )xx(ca )x(cf , c เปนคาคงตัว

(2) )x(g)x(f +

L )xx)(ba()xx)(ba()ba( 2
02201100 +−++−+++=

∑
∞

=
−+=

0n

n
0nn )xx)(ba( 

(3) )x(g)x(f

+−++= )xx)(baba(ba 0011000
L )xx)(bababa( 2

0021120 +−+++

∑ ∑
∞

= =
− −⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

0n

n
0

n

0m
mnm )xx(ba  

บทที่ 7
สมการเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร

7-16

บทนิยามที่ 7.2.2 )x(f  เปน ฟงกชันวิเคราะห (analytic
function) ที่จุด 0x  ก็ตอเมื่อ เขียนแทน )x(f  ไดดวยอนุกรม
เทยเลอร (Taylor series) รอบจุด 0x
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∑
∞

=

+

+
−

=
0n

1n2n
 

)!1n2(
x)1(     xsin

∑
∞

=
=

− 0n

n  x     
x1

1

เพราะฉะนั้นฟงกชันเหลานี้เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

ขอควรจาํ 1. ฟงกชันพหุนามเปนฟงกชันวิเคราะห
4x3x2)x(f 2 ++=  ฟงกชันวิเคราะห

2. ฟงกชันตรรกยะซึ่งเปนฟงกชันในรูปผลหารของ
พหุนามเปนฟงกชันวิเคราะหที่ทุกจุด
ยกเวนจุดซึ่งทําใหตัวสวนเปนศูนย
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การหาผลเฉลยในรูปอนุกรมของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสน
 0y)x(cy)x(by)x(a =+′+′′

เขียนในรูปมาตรฐาน  0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

บทนิยามที่ 7.2.3 จุด 0x  เรียกวา จุดสามัญ (ordinary point)
ของสมการ 0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

ถาฟงกชันสัมประสิทธิ์ )x(P  และ )x(Q

เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x

1. เรียกจุดที่ไมใชจุดสามัญวา จุดเอกฐาน (singular point)

2. เรียกจุดเอกฐาน 0x  วาเปน จุดเอกฐานปรกติ (regular
singular point) ถา )x(P)xx( 0−  และ )x(Q)xx( 2

0−  เปน
ฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x

ไมเชนนั้นจะเรียก 0x  วาเปน จุดเอกฐานไมปรกติ (irregular
singular point)

บทที่ 7
สมการเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร

7-18

ตัวอยางที่ 7.2.3 0y3y)1x(2y)1x(x 33 =+′−+′′−

     0y
)1x(x

3y
x
2y

3
=

−
+′+′′

x
2)x(P =  และ 

3)1x(x
3)x(Q
−

=

เพราะวา )x(P  และ )x(Q  เปนฟงกชันตรรกยะ
เพราะฉะนั้นจะไดวาทุกจุด x เปนจุดสามัญ
ยกเวนจุด 0x =  และ 1x =  เปนจุดเอกฐาน

ที่ 0x =

2)x(xP =  เปนฟงกชันพหุนาม

3
2

)1x(
x3)x(Qx
−

=  เปนฟงกชันตรรกยะที่ตัวสวนไมเปนศูนย

เพราะฉะนั้น )x(xP , )x(Qx 2  เปนฟงกชันวิเคราะหที่ 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ

ที่ 1x =

x
)1x(2)x(P)1x( −

=−  เปนฟงกชันตรรกยะ

)1x(x
3)x(Q)1x( 2
−

=−  ไมเปนฟงกชันวิเคราะห

เพราะฉะนั้น 1x =  เปนจุดเอกฐานไมปรกติ
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ตัวอยางที่ 7.2.4 0y)2x(y)3x(5y)3x(x 22 =++′−+′′−

0y
)3x(x

2xy
)3x(x

5y
222

=
−
++′

−
+′′

)3x(x
5)x(P

2 −
=  และ 

22 )3x(x
2x)x(Q
−
+=

ทุกจุด x เปนจุดสามัญ
ยกเวนจุด 0x =  และ 3x =  เปนจุดเอกฐาน
ที่จุด 0x =

)3x(x
5)x(xP
−

=  ไมเปนฟงกชันวิเคราะห

2
2

)3x(
2x)x(Qx

−
+=  เปนฟงกชันวิเคราะห

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานไมปรกติ

ที่จุด 3x =

2x
5)x(P)3x( =−  เปนฟงกชันวิเคราะห

2
2

x
2x)x(Q)3x( +=−  เปนฟงกชันวิเคราะห

เพราะฉะนั้น 3x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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7.3 ผลเฉลยรอบจุดสามัญ
ทฤษฎีบทที่ 7.3.1
การมีอยูจริงของผลเฉลยในรูปอนุกรมกาํลัง
ถา 0xx =  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธ

0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

แลว มีผลเฉลย 2 ผลเฉลยในรูปอนุกรมกําลังรอบ
จุด 0xx =  ที่เปนอิสระเชิงเสนตอกันในรูป
   )xx(a)xx(aay 2

02010 L+−+−+=

∑
∞

=
−=

0n

n
0n )xx(a 

และอนุกรมนี้ลูเขาอยางนอยที่สุดสําหรับทุกคา x
บนชวง R|xx| 0 <−  โดยที่ R คือรัศมีของการลูเขาของอนุกรม
และมีคาเทากับระยะทางจาก 0x  ไปยังจุดเอกฐานที่ใกลที่สุด

ผลเฉลยทั่วไป 1cy = [อนุกรมกําลังของ ( 0xx − )]
+ 2c [อนุกรมกําลังของ ( 0xx − )]

สูตรของ na  ในเทอมของ 1na − , 2na − , ...
เรียกวาสูตร สูตรเวียนเกิด (recurrence formula)
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ตัวอยางที่ 7.3.1 จงหาผลเฉลยแบบอนุกรมกําลังรอบจุดกําเนิด
ของสมการ 0xyyy =+′+′′

วิธีทาํ
เพราะวา 1)x(P = , x)x(Q = เปนฟงกชันวิเคราะหที่ 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดสามัญ

สมมติ ∑
∞

=
=++++=

0n

n
n

3
3

2
210 xa xaxaxaay L

เพราะฉะนั้น ∑
∞

=

−=+++=′
1n

1n
n

2
321 xna xa3xa2ay L

∑
∞

=

−−=+⋅+⋅=′′
2n

2n
n32 xa)1n(n xa23a12y L

แทน y ,y ′ และ y ′′  ลงใน   0xyyy =+′+′′

0xa xna xa)1n(n 
0n

1n
n

1n

1n
n

2n

2n
n =++− ∑∑∑

∞

=

+
∞

=

−
∞

=

−

ทําทุกพจนใหเปน nx

∑
∞

=
+++∑

∞

=
+++

0n

nx1na)1n( 
0n

nx2na)1n)(2n( 0
1n

nx1na =∑
∞

=
−+

เปลี่ยนจุดเริ่มตนเปน n = 1

∑∑
∞

=
+

∞

=
+ ++++++

1n

n
1n1

1n

n
2n2 xa)1n( axa)1n)(2n( a2

0xa 
1n

n
1n =+ ∑

∞

=
−
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รวมอนุกรมเขาดวยกันจะได )aa2( 12 +

0x)aa)1n(a)1n)(2n((
1n

n
1n1n2n =++++++ ∑

∞

=
−++

เพราะฉะนั้น 0aa2 12 =+

และ   0aa)1n(a)1n)(2n( 1n1n2n =+++++ −++ , 1n ≥

เพราะฉะนั้น 
2

a
a 1

2 −=

สูตรเวียนเกิด 
)1n)(2n(

aa)1n(
a 1n1n

2n ++

++
−= −+

+

 ;1n =  
23
aa2

a 02
3 ⋅

+
−=  หรือ 

6
a

6
a

a 01
3 −=

 ;2n =  
34
aa3

a 13
4 ⋅

+
−=  หรือ 

24
a

8
a

a 01
4 +−=

 ;3n =  
45
aa4

a 24
5 ⋅

+
−=  หรือ 

120
a

40
a

a 01
5 −=

เพราะฉะนั้น L xaxaxaxaay 4
4

3
3

2
210 +++++=

30121
10 x)6

a
6
a

(x2
a

xaa −+−+=

L x)120
a

40
a

(x)24
a

8
a

( 501401 +−++−+

) x120
1x24

1x6
11(a 543

0 L+−+−=

+ ) x8
1x6

1x2
1x(a 432

1 L+−+−

เมื่อ 0a , 1a  เปนคาคงตัวไมเจาะจง
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ตัวอยางที่ 7.3.2 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกําลัง
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0yyxy =+′+′′

วิธีทาํ x)x(P =  และ 1)x(Q =  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดสามัญ

สมมติ ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

แทน y,y ,y ′′′  ลงในสมการ  0yyxy =+′+′′

0xa xna xxa)1n(n 
0n

n
n

1n

1n
n

2n

2n
n =++− ∑∑∑

∞

=

∞

=

−
∞

=

−

เขียนพจนในเทอม nx

0xa xna xa)1n)(2n( 
0n

n
n

1n

n
n

0n

n
2n =++++ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
+

เปลี่ยนจุดเริ่มตนเปน n = 1

∑
∞

=
++++⋅⋅

1n

n
2n2 xa)1n)(2n( a12

0xa axna 
1n

n
n0

1n

n
n =+++ ∑∑

∞

=

∞

=
รวมพจนอนุกรม

0x)anaa)1n)(2n(( )aa2(
1n

n
nn2n02 =++++++ ∑

∞

=
+

เพราะฉะนั้น 0aa2 02 =+  หรือ 
2

a
a 0

2 −=
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สูตรเวียนเกิด 0a)1n(a)1n)(2n( n2n =++++ +

n2n a
2n

1a
+

−=+

;1n =  13 a
3
1a −=

;2n =  024 a
42

1a
4
1a

⋅
=−=

;3n =  135 a
53

1a
5
1a

⋅
=−=

;4n =  046 a
642

1a
6
1a

⋅⋅
−=−=

;5n =  157 a
753

1a
7
1a

⋅⋅
−=−=

;6n =  068 a
8642

1a
8
1a

⋅⋅⋅
=−=

ผลเฉลยคือ ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

 L++++++= 5
5

4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaxaa

 3
1

2
010 x)a3

1(x)a2
1(xaa −+−++=

L+
⋅

+
⋅

+ 5
1

4
0 x)a53

1(x)a42
1(

 ]x
53

1x
3
1x[a]x

42
1x

2
11[a 53

1
42

0 LL −
⋅

+−+−
⋅

+−=

โดยที่ 0a  และ 1a  เปนคาคงตัวไมเจาะจง
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การหาผลเฉลยแบบที่ 2.
จากสูตรเวียนเกิด n2n a

2n
1a
+

−=+

n2n aa)2n( −=+ +
จะไดสูตรผลเฉลยจาก ,...a,a,a 420  และ ,...a,a,a 531
n = 0, 2, 4, 6, ...

02 aa2 −=

22 aa4 −=

46 aa6 −=

:
 2n2n2 ana2 −−=

................................................................................
2n2420

n
n2642 a...aaa)1(a...aaa)n2)...(6)(4)(2( −−=

0
n

n2
n a)1(a)n...3.2.1(2 −=

0n

n
n2 a

!n2
)1(a −=

เพราะฉะนั้น n2
0n

n

0n
1 xa

!n2
)1()x(y −= ∑

∞

=

n2
n

n

0n
0 x

!n2
)1(a −= ∑

∞

=
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สูตรผลเฉลยจาก ,...a,a,a 531
n = 1, 3, 5, 7, ...  13 aa3 −=

 35 aa5 −=

 5a7a7 −=

:

1n21n2 aa)1n2( −+ −=+

................................................................................
1n2531

n
1n2753 a...aaa)1(a...aaa)1n2)...(7)(5)(3( −+ −=+

 1
n

1n2 a)1(a)1n2)...(7)(5)(3( −=+ +

  1
n

1n2 a)1(a)n2....(6.4.2
)1n2)(n2)...(7(6)5(4)3(2 −=+

+

1
n

1n2n a)1(a
!n2
)!1n2( −=+

+

1
nn

1n2 a)!1n2(
!n2)1(a

+
−=+

เพราะฉะนั้น n2
1

nn

0n
2 xa)!1n2(

!n2)1()x(y
+

−= ∑
∞

=

n2
nn

0n
1 x)!1n2(

!n2)1(a
+

−= ∑
∞

=
ผลเฉลยทั่วไปคือ

y(x) = n2
n

n

0n
0 x

!n2
)1(a −∑

∞

=

n2
nn

0n
1 x)!1n2(

!n2)1(a
+

−+ ∑
∞

=
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ตัวอยางที่ 7.3.3 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกําลังรอบจุด
กําเนิดของสมการ 0y)x1(yxy =−+′+′′

เมื่อ 2)0(y,3)0(y −=′=

วิธีทาํ x)x(P = , x1)x(Q −=  เปนฟงกชันวิเคราะห 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดสามัญ

สมมติ ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

แทน y,y ,y ′′′  ลงใน  0y)x1(yxy =−+′+′′

∑∑
∞

=

−
∞

=

− +−
1n

1n
n

2n

2n
n xna xxa)1n(n 0xa )x1(

0n

n
n =−+ ∑

∞

=

∑∑
∞

=

∞

=

− +−
1n

n
n

2n

2n
n xna xa)1n(n 

0xa xa 
0n

1n
n

0n

n
n =−+ ∑∑

∞

=

+
∞

=

จัดรูปเปน nx

∑∑
∞

=

∞

=
+ +++

1n

n
n

0n

n
2n xna xa)1n)(2n( 

0xa xa 
1n

n
1n

0n

n
n =−+ ∑∑

∞

=
−

∞

=

จัดผลบวก ∑  ใหเริ่มตนที่ n = 1
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∑∑
∞

=

∞

=
+ ++++⋅⋅

1n

n
n

1n

n
2n2 xna xa)1n)(2n( a12

0xa xa a
1n

n
1n

1n

n
n0 =−++ ∑∑

∞

=
−

∞

=
รวมอนุกรม

0x)aa)1n(a)1n)(2n(()aa2(
1n

n
1nn2n02 =−++++++ ∑

∞

=
−+

เพราะฉะนั้น 0aa2 02 =+

02 a2
1a −=

n = 1, 2, 3, ...
สูตรเวียนเกิด

0aa)1n(a)1n)(2n( 1nn2n =−++++ −+

n1n2n a
2n

1a
)1n)(2n(

1a
+

−
++

= −+

;1n =  10103 a
3
1a

6
1a

3
1a

23
1a −=−
⋅

=

;2n =

1001214 a
12
1a

8
1)a

2
1(

4
1a

12
1a

4
1a

34
1a +=−−=−
⋅

=

;3n =

)a3
1a6

1(5
1)a2

1(20
1a5

1a45
1a 100325 −−−=−
⋅

=

10 a15
1a120

7 +−=
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แทนคา na  ที่หาคาได จะไดผลเฉลยทั่วไปคือ

 ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

L++++++= 5
5

4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaxaa

3
10

2
010 x)a3

1a6
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1(xaa −+−++=

     L++−+++ 5
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4
10 x)a15

1a120
7(x)a12

1a8
1(

]x120
7x8

1x6
1x2

11[a 5432
0 L+−++−=

     ]x15
1x12

1x3
1x[a 543

1 L+++−+

โดยที่ 0a  และ 1a  เปนคาคงตัวไมเจาะจง
และหาอนุพันธจะได

]x24
7x2

1x2
1x[ay 432

0 L+−++−=′

]x3
1x3

1x1[a 432
1 L+++−+

เพราะวา 3)0(y =  และ 2)0(y −=′

เพราะฉะนั้น   0a3 =  และ 1a2 =−

เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ
)x120

7x8
1x6

1x2
11(3)x(y 5432 L+−++−=

)x15
1x12

1x3
1x(2 543 L+++−−
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ตัวอยางที่ 7.3.4 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกําลังรอบจุด
 0x =  ของสมการ 0yyxy)x1( =−′+′′−

วิธีทาํ

x1
x)x(P
−

= , x1
1)x(Q
−

−=  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดสามัญ

สมมติ ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

แทน y ,y ,y ′′′  ลงใน   0yyxy)x1( =−′+′′−

0xa xna xxa)1n(n )x1(
0n

n
n

1n

1n
n

2n

2n
n =−+−− ∑∑∑

∞

=

∞

=

−∞

=

−

∑∑
∞

=

−
∞

=

− −−−
2n

1n
n

2n

2n
n xa)1n(n xa)1n(n 

0xa xna 
0n

n
n

1n

n
n =−+ ∑∑

∞

=

∞

=

เขียนในเทอม nx

∑∑
∞

=
+

∞

=
+ +−++

1n

n
1n

0n

n
2n xna)1n( xa)1n)(2n( 

0xa xna 
0n

n
n

1n

n
n =−+ ∑∑

∞

=

∞

=

จัดผลบวก ∑  ใหเริ่มตนที่ n = 1
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∑
∞

=
++++⋅⋅

1n

n
2n2 xa)1n)(2n( a12

0xa axna xna)1n( 
1n

n
n0

1n

n
n

1n

n
1n =−−++− ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
+

รวมกลุม
)aa2( 02 − +

0x}a)1n(na)1n(a)1n)(2n{( 
1n

n
n1n2n =−++−++∑

∞

=
++

เพราะฉะนั้น 0aa2 02 =−  หรือ 02 a
2
1a =

สําหรับ 1n ≥  จะไดสูตรเวียนเกิด
0a)1n(na)1n(a)1n)(2n( n1n2n =−++−++ ++

n1n2n a
)1n)(2n(

1na
2n

na
++

−−
+

= ++

;1n =  00123 a
!3

1a
23

1a0a
3
1a =

⋅
=⋅−=

;2n =

00000234 a
!4

1a
!4

1a
!4

2a
234

1a
!34

2a
34

1a
4
2a =−=

⋅⋅
−

⋅
=

⋅
−=

;3n =

000345 a
!5

1a
!345

2a
!45

3a
45
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5
3a =

⋅⋅
−

⋅
=

⋅
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ผลเฉลยคือ ∑
∞

=
=

0n

n
n xa y

 L++++++= 5
5

4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaxaa

 L++++++= 5
0

4
0

3
0

2
010 xa

!5
1xa

!4
1xa

!3
1xa

!2
1xaa

 xaxa]x
!5

1x
!4

1x
!3

1x
!2

1x1[a 10
5432

0 +−++++++= L

 x)aa(ea 01
x

0 −+=

 xcec 2
x

1 +=

โดยที่ 1c  และ 2c  เปนคาคงตัวไมเจาะจง
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7.4 ผลเฉลยรอบจุดเอกฐานปรกติ โดยวิธีของโฟรเบนิอุส
สมการ 0y)2x(yx9 2 =++′′

มีผลเฉลยเปน    L 7643
x

43
xx)x(y

3
8

3
5

3
2

1 −
⋅⋅⋅

+
⋅

−=

L 6532
x

32
x1)x(y

3
7

3
4

2 −
⋅⋅⋅

+
⋅

−=

เพราะฉะนั้น

ถาเราเริ่มตนหาผลเฉลยในรูป ∑
∞

=
−=

0n

n
0n )xx(a y

อาจไปไมถึงผลเฉลยที่แทจริงได

เพ่ือใหไดผลเฉลยที่ตองการ

ตองสมมติ ∑
∞

=

+−=
0n

rn
0n )xx(a y  แลวหาคา r

การหาคําตอบในลักษณะนี้เรียกวา
วิธีของโฟรเบนิอุส (method of Frobenius)
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ทฤษฎีบทที่ 7.4.1
ทฤษฎีบทของโฟรเบนิอุส (Frobenius' Theorem)
ถา 0xx =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
ของสมการเชิงอนุพันธ 0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

แลว อยางนอยผลเฉลยหนึ่งของสมการจะอยูในรูป
]  )xx(a)xx(aa[)xx(y 2

02010
r

0 L+−+−+−=

0a   ,)xx(a 0
0n

rn
0n ≠−= ∑

∞

=

+

โดยที่ r เปนจํานวนจริงที่จะตองหา
และอนุกรมนี้ลูเขาอยางนอยที่สุดสําหรับ Rxx0 0 <−<

โดยที่ R คือรัศมีของการลูเขาของอนุกรม
และมีคาเทากับระยะทางจาก 0x  ไปยังจุดเอกฐานอื่นที่ใกลที่สุด
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สมมติ 0a       ],  xaxaa[xy 0
2

210
r ≠+++= L

 ∑
∞

=

+=
0n

rn
n xa 

เปนผลเฉลยของสมการ 0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

ที่มีจุด 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
เพราะวา )x(xP  และ )x(Qx 2  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นให    L xpxpp)x(xP 2
210 +++=

 L xqxqq)x(Qx 2
210

2 +++=

คาํแนะนาํ )x(Qxq 2
0 =  และ )x(xPp0 =  เมื่อ x = 0

เพราะวา 0y)x(Qxy))x(xP(xyx 22 =+′+′′

เพราะฉะนัน้
y]  xpxpp[xyx 2

210
2 ′++++′′ L

0  y]  xqxqq[ 2
210 =++++ L

เพราะวา ∑
∞

=

+=
0n

rn
nxa y

เพราะฉะนั้น ∑
∞

=

−++=′
0n

1rn
nxa)rn( y

∑
∞

=

−+−++=′′
0n

2rn
nxa)1rn)(rn( y
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แทน y ,y ′ และ y ′′  ลงใน
y]  xpxpp[xyx 2

210
2 ′++++′′ L

0  y]  xqxqq[ 2
210 =++++ L

0 = ∑
∞

=

−+−++
0n

2rn
n

2 xa)1rn)(rn( x

)  xpxpp(x 2
210 L++++ ∑

∞

=

−++
0n

1rn
nxa)rn( 

)  xqxqq( 2
210 L++++ ∑

∞

=

+

0n

rn
n

2 xa x

พจนที่ x มีกําลังต่ําท่ีสุดคือ rx  มีสัมประสิทธิ์เปน
r

000 xa)qrp)1r(r( ++−

เพราะฉะนั้น 0a)qrp)1r(r( 000 =++−

เพราะวา 0a0 ≠

เพราะฉะนั้น0 0qrp)1r(r 00 =++−

   0qr)1p(r 00
2 =+−+

สมการนี้ชื่อเรียกวา สมการดัชนี (indicial equation)
และราก 1r  และ 2r  เรียกวา เลขชี้กาํลัง (exponents)
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เงื่อนไขของสูตรผลเฉลยขึ้นอยูกับคารากของสมการดัชนี
0y)x(Qy)x(Py =+′+′′  มี 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ

)x(Qxq 2
0 =  และ )x(xPp0 =  เมื่อ x = 0

0qr)1p(r 00
2 =+−+

 21 r,rr =

ให ∑
∞

=

+=
0n

1rn
n1 xa y  และ ∑

∞
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+=
0n

2rn
n2 xb y

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(yc)x(yc)x(y 2211 +=
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ตัวอยางที่ 7.4.1 จงใชวิธีของโฟรเบนิอุสหาผลเฉลย 2
ผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสนตอกันรอบจุด 0x =

ของสมการ 0y)2x(yx9 2 =++′′

วิธีทาํ
0)x(P = , 

2x9
2x)x(Q +=  ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐาน
0)x(xP =  และ )2x(

9
1

x9
2xx)x(Qx

2
22 +=+=

เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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rn
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+
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รวมพจนของอนุกรมเขาดวยกันไดเปน
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∞

=
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+
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การหาผลเฉลย 1y  เมื่อ 
3
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เพราะฉะนั้นสูตรเวียนเกิด 
)3n3)(2n3(

a
a n
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=

⋅
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a
98
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3 ⋅⋅⋅⋅⋅
−=

⋅
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แทนคา 
3
1rr 1 ==  และ na

จะไดผลเฉลย
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2
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1

0

เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยเฉพาะคือ
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⎤
⎢⎣
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⋅⋅⋅⋅⋅
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1
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การหาผลเฉลย 2y  เมื่อ 
3
2rr 2 ==

สูตรเวียนเกิดคือ 
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3 ⋅⋅⋅⋅⋅
−=

⋅
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แทนคา 
3
2rr 2 ==  และ na  ที่หาไดใน (7.4.5)

จะใหผลเฉลยคือ
)xaxaxaa(x)x(y 3
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2102r L++++=
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เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยเฉพาะคือ
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)x(y1  และ )x(y2  เปนอิสระเชิงเสนตอกัน
ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(yc)x(yc)x(y 2211 +=
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ตัวอยางที่ 7.4.2 จงใชวิธีของโฟรเบนิอุสหาผลเฉลย
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0yy)1x3(y)1x(x =+′−+′′−

วิธีทาํ 
)1x(x

1x3)x(P
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−=  และ 

)1x(x
1)x(Q
−

=  ไมเปนฟงกชัน

วิเคราะหที่จุด 0x =  เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐาน
เพราะวา 
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∞
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∞
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∞
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รวมกลุมอนุกรมที่เหมือนกันจะได
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∞
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เขียนพจนแรกของอนุกรมหลังออกมาเปน
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[ ] 0 xa )rn()1rn)(rn( 
1n

1rn
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∞

=
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เขียนอนุกรมหลังใหมใหกําลังของ x เปน rn +  จะได

 [ ]∑
∞

=

++++−++
0n

rn
n xa 1)rn(3)1rn)(rn( 
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รวมอนุกรมเขาดวยกันจะได
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เพราะฉะนั้น 0r2 =

มีเลขชี้กําลังคือ 0rr 21 ==

สูตรเวียนเกิดคือ
0a)1nr(a)1)2nr)(nr(( 1n

2
n =++−++++ +

2
n

1n )1nr(

a}1)2nr)(nr{(
a
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=+

เมื่อ 0rr 1 ==  จะไดสูตรเวียนเกิดเปน

2
n

2
1n )1n(

a)1n2n(
a

+
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=+ , K ,2 ,1 ,0n =

n1n aa =+ , K ,2 ,1 ,0n =

เพราะฉะนั้น LL  a  aaa n210 =====

เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ  ) xaxaa(x  )x(y 2
000

0 L+++=

  ∑
∞

=
=

0n

n
0 x a 

  
x1

a
 0
−

=

เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยเฉพาะ 
x1

1)x(y1 −
=

2301312 Differential equations 2555 2nd Page 11 of 19



บทที่ 7
สมการเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร

7-45

เลือก dx 
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เพราะวา 
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ตัวอยางที่ 7.4.3 จงหาผลเฉลยรอบจุด 0x =

ของสมการ 0y2y)4x(yx =+′+−′′  โดยวิธีของโฟรเบนิอุส
วิธีทาํ 

x
4x)x(P +−=  และ 

x
2)x(Q =

ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐาน
เพราะวา )4x()x(xP +−=

และ 2)x(Qx 2 =  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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∞
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รวมกลุมอนุกรมที่เหมือนกันจะได
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เขียนพจนที่หนึ่งของอนุกรมแรกแยกออกมาได
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เพราะฉะนั้นสมการดัชนี 0)5r(r =−

เลขชี้กําลังคือ 5r ,0r 21 ==

สูตรเวียนเกิดคือ
 0a)3nr(a)5nr)(nr( 1nn =−+−−++ − , K ,3 ,2 ,1n =

เพราะวา 21 rr −  เปนจํานวนเต็มและ 1r  เปนคานอย
เพราะฉะนั้นใช 1r  ในการหาผลเฉลยกอน
แทนคา 0rr 1 ==  ลงในสูตรเวียนเกิด จะได

0a)3n(a)5n(n 1nn =−−− − , K ,3 ,2 ,1n =

แทนคา 4 ,3 ,2 ,1n =  ตามลําดับในสูตรเวียนเกิดจะได

0a   ,0a   ,a
12
1a

6
1a   ,a

2
1a 4301201 =====

เมื่อ 5n =  จะได 0a0 5 =⋅  ไมวา 5a  จะมีคาเปนเทาใด
เพราะฉะนั้นเลือก 5a  เปนคาคงตัวใดๆ
แทนคา K ,8 ,7 ,6n =  ในสูตรเวียนเกิดจะได

L ,a873
5a83

5a   ,a7
1a7

2a   ,a2
1a 57856756 ⋅⋅

=
⋅

====

เพราะฉะนั้นผลเฉลย
 ) xaxaa(x  )x(y 2

2101r L+++=

] x7
a

x2
a

xax12
a

x2
a

a[x 75655
5

200
0

0 L++++++=

) x7
1x2

1x(a   )x12
1x2

11(a 765
5

2
0 L++++++=

เปนผลเฉลยทั่วไป เมื่อ 0a  และ 5a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใด
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ตัวอยางที่ 7.4.4 จงใชวิธีของโฟรเบนิอุสหาผลเฉลย
รอบจุด 0x =  ของสมการ

0y)1x(y)1x(xy)1x(x 2222 =++′+−′′−

วิธีทาํ 
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1x)x(P
2
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−
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−
+=

ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐาน
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เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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∞
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รวมพจนอนุกรมที่เหมือนกันเขาดวยกันไดเปน
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รวมพจนของอนุกรมเขาดวยกันจะได
1r

1
r

0 xa)2r(rxa)1r)(1r( ++−+−−

0x)a)1rn)(1rn(a)3rn(( 
2n

rn
n2n =++−+−−++ ∑

∞

=

+
−

สมการดัชนีคือ 0)1r)(1r( =+−

มีเลขชี้กําลัง 1r ,1r 21 =−=

จากพจนที่สองของสมการจะได 0a)2r(r 1 =+−

เพราะฉะนั้น ไมวา 1rr 1 −==  หรือ 1rr 2 ==  จะได 0a1 =

สูตรเวียนเกิดคือ
0a)1rn)(1rn(a)3rn( n2n

2 =−+++−−+ −
เนื่องจาก 2rr 21 −=−  เปนจํานวนเต็มและ 21 rr <

การหาสูตรผลเฉลยเมื่อ 1rr 1 −==

แทนคา 1rr 1 −==  ลงในสูตรเวียนเกิดจะได
0a)2n(na)4n( n2n

2 =−−− − , K ,4,3,2n =

แทนคา 2n =

ในสูตรเวียนเกิดจะได 0a4 0 =

0a 0 =  ซึ่งคานกับที่สมมติไว
เพราะฉะนั้นเราไมสามารถหาผลเฉลยจากรากคานอยได
จึงจําเปนตองใชรากคามาก
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การหาสูตรผลเฉลยเมื่อ 1rr 2 ==

สูตรเวียนเกิดคือ 2n
2

n a
)2n(n

)2n(a −+
−

=  , K ,4 ,3 ,2n =

แทนคา K ,4 ,3 ,2n =  ตามลําดับ
สําหรับ n ที่เปนเลขคู L   ,0a   ,0a   ,0a0a 6402 ===⋅=

สําหรับ n ที่เปนเลขคี่ L   ,0a   ,0a   ,0a
15
1a 7513 ====

เพราะฉะนั้น 0        a    a    a    a    a 54321 ====== L

แทนคา 1rr 2 ==  และ na

ผลเฉลยคือ  ) xaxaa(x  )x(y 2
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2
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ผลเฉลยทั่วไปคือ
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ตัวอยางที่ 7.4.5 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรม
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0yy3yx2 =−′+′′

วิธีทาํ 
x2
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x2
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ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดเอกฐาน
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เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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เขียนอนุกรมที่สามใหกําลังของ x เปน 1rn −+  จะได
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การหาผลเฉลยเมื่อ 
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−
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การหาผลเฉลยเมื่อ 0r =

สูตรเวียนเกิดคือ 1nn a
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3
1a
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⋅

=
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⋅
=
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ผลเฉลยคือ ∑
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โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยที่สองเปน
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3
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2 L++++=
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โดยที่ 1c  และ 2c  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
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ตัวอยางที่ 7.4.6 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกําลัง
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0y3y)5x(yx =+′+−′′

วิธีทาํ 
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∞
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รวมกลุมอนุกรมที่เหมือนกันจะได
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การหาผลเฉลยเมื่อ 0rr 1 ==

สูตรเวียนเกิดคือ 1nn a)4n(a)6n(n −−=− , 1n ≥
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เพราะฉะนั้นให 6a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ ตัวใหม
เพราะฉะนั้นจะไดสูตรเวียนเกิดสําหรับ 7n ≥  เปน
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เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ
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เมื่อ 0a  และ 6a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ ซึ่งเปนผลเฉลยทั่ว
ไปของสมการที่กําหนดให โดยที่
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หมายเหตุ
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ตัวอยางที่ 7.4.7 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรม
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0xyyx2yx4 2 =−′+′′

วิธีทาํ 
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การหาผลเฉลยเมื่อ 0rr 1 ==

สูตรเวียนเกิดคือ 1nn a
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เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ
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โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
เลือก 1a0 =

จะไดผลเฉลยเฉพาะ ∑
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1 )!n2(

x )x(y
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การหาผลเฉลยเมื่อ 
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สูตรเวียนเกิดคือ 1nn a
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เพราะฉะนั้นผลเฉลยคือ ∑
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โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ

เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยเฉพาะ ∑
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โดยที่ 1c  และ 2c  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
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ตัวอยางที่ 7.4.8 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรม
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0yy)xx(yx 22 =+′+−′′
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เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ
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โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
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เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ
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โดยที่ 1c  และ 2c  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
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ตัวอยางที่ 7.4.9 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรม
รอบจุด 0x =  ของสมการ 0y)x26(y)x4(xyx 2 =−+′−−′′

วิธีทาํ 
x
41

x
)x4(x)x(P

2
−=

−
−=

และ 
x
2

x
6

x
x26)x(Q

22
−=−=

ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดเอกฐาน
4x)x(xP −=  และ x26)x(Qx 2 −=

เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x =

เพราะฉะนั้นจุด 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ

สมมติคือ 0a     ,xa y 0
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รวมกลุมของพจนที่เหมือนกันเขาดวยกันจะได
rx0a]6r4)1r(r[ +−−

0
1n

rnx]1na}2)1rn{(na}6)rn(4)1rn)(rn[{( =∑
∞

=

+
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∞
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+
−−++++−−+++

สมการดัชนีคือ 06r5r2 =+−

0)3r)(2r( =−−
มีเลขชี้กําลัง 3r ,2r 21 ==

สูตรเวียนเกิดคือ
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การหาผลเฉลยเมื่อ 2rr 1 ==

สูตรเวียนเกิดคือ 1nn a
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2
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2
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∑
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โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
เลือก 1a0 =  จะไดผลเฉลยเฉพาะ x2

1 ex)x(y −=
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การหาผลเฉลยเมื่อ 3rr 2 ==
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0 xa
!n
)x( xa +
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∞

=
2

0
x2

0 xaexa +−= −

โดยที่ 0a  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
เลือก 1a0 =

จะไดผลเฉลยเฉพาะ 2x2
2 xex)x(y +−= −

จากผลเฉลย
x2

1 ex)x(y −=
2x2

2 xex)x(y +−= −

เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ
)x(yc)x(yc)x(y 2211 +=

)xex(B)ex(A 2x2x2 +−+= −−

)Bxex)BA( 2x2 +−= −

2
2

x2
1 xcexc += −

โดยที่ BAc1 −=  และ Bc2 =  เปนคาคงตัวไมเจาะจงใดๆ
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สรุปบทที่ 7
จุดสามัญ

0y)x(Qy)x(Py =+′+′′

1. ถา P(x), Q(x) เปนฟงกชันวิเคราะหที่ x = 0
แลว 0x =  เปนจุดสามัญ
ถา 0x =  เปนจุดสามัญ

แลว สมมติ ∑
∞

=
=+++=

0n

n
n

2
210 xa ...xaxaay

หา 1y (x) และ 2y (x)
ขอสังเกต

1. 1y (x) หาไดแนนอน
2. 2y (x) อาจหาได ระหวางหา 1y (x) เชน

2.1 อนุกรมแบงเปน 2 ชุดไดตามคา na , 2na −

2.2 อนุกรมแบงเปน 2 ชุด
ชุดแรก เปนพหุนาม
ชุดที่สอง เปนอนุกรมอนันต

3. 2y (x) = 1y (x)∫
)x(y

e
2
1

dx)x(P∫−  dx

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(yc)x(yc)x(y 2211 +=
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จุดเอกฐานปกติ

2. ถา 0x =  ไมเปนจุดสามัญ ใหตรวจสอบวา
 0x =  เปนจุดเอกฐานปกติหรือไม

3. ถา )x(Qx2  และ xP(x) เปนฟงกชันวิเคราะหที่ x = 0
แลว 0x =  เปนจุดเอกฐานปกติ

4. ถา )x(Qx2  และ xP(x) เปนฟงกชันวิเคราะหที่ x = 0
แทนคา x = 0
จะได )x(Qx2  = 0q  และ xP(x) = 0p

5. สมการดัชนีคือ
0qr)1p(r 00

2 =+−+

รากดัชนี หรือ คาดัชนีคือ 21 r,rr =

ให ∑
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=

+=
0n

1rn
n1 xa y

และ ∑
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=

+=
0n

2rn
n2 xb y

ดูแผนผังที่หนา 7-37

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(yc)x(yc)x(y 2211 +=
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