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ฟงกชันแกมมาในรูปปริพันธแบบอื่นๆ
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Legendre duplication formula
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8.2 ฟงกชันบีตา (Beta Function)
บทนิยามที่ 8.2.1 ฟงกชันบีตา
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ฟงกชันบีตาในรูปแบบปริพันธแบบอื่นๆ
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8.3 พหุนามเลอจองด (Legendre Polynomials)
บทนิยามที่ 8.3.1
สมการเชิงอนุพันธเลอจองดอันดับ n
(Legendre's differential equation of order n)
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ผลเฉลยทั่วไปของสมการเลอจองดคือ
)x(ya)x(ya)x(y 2110 +=  บนชวง 1x1 <<−

โดยที่ 0a  และ 1a  เปนคาคงตัวไมเจาะจง

ขอสังเกต ... ,2 ,1 ,0k         ,a
)2k)(1k(

)1kn)(kn(a k2k =
++
++−

−=+

1. ถา n เปนจํานวนเต็มบวกชนิดคูหรือศูนย
แลว 0a)2n)(1n(

)1nn)(nn(a n2n =
++
++−−=+

เพราะฉะนั้น )x(y1  เปนพหุนามระดับขั้น n
และ )x(y2  เปนอนุกรมอนันต

2. ถา n เปนจํานวนเต็มบวกชนิดคี่
แลว 0a)2n)(1n(

)1nn)(nn(a n2n =
++
++−−=+

เพราะฉะนั้น )x(y1  เปนอนุกรมอนันต
และ )x(y2  เปนพหุนามระดับขั้น n
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สมการเลอจองด
0y)1n(nyx2y)x1( 2 =++′−′′−

ผลเฉลย )x(ya)x(ya)x(y 2110 +=  บนชวง 1x1 <<−

1. สวนที่เปนพหุนามเรียกวา พหุนามเลอจองดอันดับ n
และเขียนแทนดวย )x(Pn

2. สวนที่เปนอนุกรมอนันตเรียกวา
ฟงกชันเลอจองดชนิดที่สอง และเขียนแทนดวย )x(Qn

ผลเฉลยทั่วไปของสมการเลอรจองดอันดับ n จะเขียนไดในรูป
)x(Qc)x(Pc)x(y n2n1 +=

รูปมาตรฐานของพหุนามเลอจองด
เลือกคาคงตัวใหเหมาะสม เพ่ือให 1)1(Pn =

เมื่อ x)x(P1 =

)1x3(
2
1)x(P 2

2 −=

)x3x5(
2
1)x(P 3

3 −=

ตัวอยาง 0y2yx2y)x1( 2 =+′−′′−

สมการเลอรจองดอันดับ 1
y = x)x(P1 = เปนผลเฉลย และเปนพหุนามเลอรจองด

x2y = , xy −= เปนผลเฉลย แตไมเปนพหุนามเลอรจองด

บทที่ 8
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8-22

สูตรพหุนามเลอจองดอันดับ n

∑
=

−
−−

−−
=

N

0k

k2n
n

k
n x

)!k2n()!kn(!k2
)!k2n2()1( )x(P

โดยที่ 
2
nN =  เมื่อ n เปนเลขคู และ 

2
1nN −=  เมื่อ n เปนเลขคี่

1)x(P0 =

x)x(P1 =

)1x3(
2
1)x(P 2

2 −=

)x3x5(
2
1)x(P 3

3 −=

)3x30x35(
8
1)x(P 24

4 +−=

)x15x70x63(
8
1)x(P 35

5 +−=

และ n
n )1()1(P −=−  ทุกคาของ n

กราฟของพหุนามเลอจองด

บทที่ 8
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สูตรของโรดริกซ (Rodrigues’ formula)
n2

n
n

nn )1x(
dx
d

!n2
1)x(P −=

ขอพิสูจน ให   n2 )1x(u −=

1n2 )1x(nx2
dx
du −−=

nxu2)1x(nx2
dx
du)1x( n22 =−=−

0nxu2
dx
du)x1( 2 =+−

  0nxu2u)x1( 2 =+′−
โดยการหาอนุพันธหลายๆ ครั้งเทียบกับ x จะได

    0nu2ux)1n(2u)x1( 2 =+′−+′′−

  0u)1n2(2ux)2n(2u)x1( 2 =′−+′′−+′′′−

 0u)2n2(3ux)3n(2u)x1( )4(2 =′′−+′′′−+−
:

0(k)k)un2)(1(k)1(k)xu1k(n2)2(k)u2x1( =−+++−−++−

เพราะฉะนั้นเมื่อ nk =  จะได
0n)(n)un2)(1(n)1(n)xu1n(n2)2(n)u2x1( =−+++−−++−

0n)()u1n(n)1(nxu2)2(n)u2x1( =+++−+−

ให )n(uv =  จะได 0v)1n(nvx2v)x1( 2 =++′−′′−

เปนสมการเลอจองดอันดับ n

บทที่ 8
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8-24

n2
n

n)n( )1x(
dx
duv −==  เปนพหุนามระดับขั้น n

เพราะวา v เปนผลเฉลยของสมการเลอจองดอันดับ n
เพราะฉะนั้น )x(cP)1x(

dx
d

n
n2

n
n

=−

เมื่อ ∑
=

−
−−

−−
=

N

0k

k2n
n

k
n x

)!k2n()!kn(!k2
)!k2n2()1( )x(P

เพราะวาสัมประสิทธิ์ของ nx  ใน n2
n

n
)1x(

dx
d −  คือ 

!n
)!n2(

และสัมประสิทธิ์ของ nx  ใน )x(cPn  คือ 
2n )!n(2

)!n2(c

เพราะฉะนั้น  
2n )!n(2

)!n2(c
!n
)!n2(
=

!n2c n=

เพราะฉะนั้น n2
n

n
nn )1x(

dx
d

!n2
1)x(P −=

ตัวอยาง 32
3

3
33 )1x(

dx
d

!32
1)x(P −=

)1x3x3x(
dx
d

!32
1 246

3
3

3
−+−=

)x2343x456(
!32

1 3
3

⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=

 x
2
3x

2
5 3 −=
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การหาสูตรฟงกชันเลอจองดชนิดที่สอง )x(Qn
โดยใชการลดอันดับ

∫
∫

=
−

dx 
)x(P

e )x(P)x(Q
2
n

dx )x(P 
nn

∫
∫

=
−

−

dx
)x(P

e)x(P 2
n

dx2x1
x2

n   

  

∫
−

= dx
)x(P)x1(

1)x(P 2
n

2n    

หมายเหตุ
เพราะวา )x(Qc)x(Pc)x(y n2n1 +=

เปนผลเฉลยบนชวง 1x1 <<−

และ )x(Pn  เปนพหุนามซึ่งสามารถหาคาไดทุกคา x
เพราะฉะนั้น )x(Qn  ซึ่งเปนอนุกรมอนันต
จะลูเขาสําหรับ 1x1 <<−

บทที่ 8
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ตัวอยางที่ 8.3.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
 0y6yx2y)x1( 2 =+′−′′−

วิธีทาํ 0y6yx2y)x1( 2 =+′−′′−

เปนสมการเลอจองดอันดับ 2
เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Qc)x(Pc)x(y 2221 +=

โดยที่ 22
2

2
22 )1x(

dx
d

!22
1  )x(P −=

)1x2x(
dx
d

!22
1 24

2
2

2
+−=

)122x34(
!22

1 2
2

⋅⋅−⋅⋅=

2
1x

2
3 2 −=

และ ∫
−

= dx 
)x(P)x1(

1 )x(P)x(Q
2
n

222

∫
−−

−= dx 
)2

1x2
3)(x1(
1 )2

1x2
3(

222
2

การคาํนวณดวย MATHCAD

3
2

x2⋅ 1
2

−⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

x1

1 x2−( ) 3
2

x2⋅ 1
2

−⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

2
⋅

⌠
⎮
⎮
⎮
⎮
⌡

d⋅

3−
4

ln 1− x+( )⋅ x2⋅ 1
4

ln 1− x+( )⋅+ 3
4

ln 1 x+( )⋅ x2⋅ 1
4

ln 1 x+( )⋅− 3
2

x⋅−+
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8.4 ฟงกชันเบสเซล (Bessel Functions)
บทนิยามที่ 8.4.1 สมการเชิงอนุพันธแบบเบสเซลอันดับ ν
(Bessel's differential equation of order ν)
คือสมการซึ่งอยูในรูป

0y)x(yxyx 222 =ν−+′+′′

และ 0≥ν

ผลเฉลยคือ
ν+∞

=

∞

=

+
ν ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

++νΓ
−

== ∑∑
m2

0m

m

0m

rm2
m2 2

x
)1m(!m

)1( xa )x(J

)x(Jν  เรียกวา ฟงกชันเบสเซลชนิดที่หนึ่งอันดับ ν  (Bessel
function of the first kind of order ν)
และ

)x(Yν  เรียกวา ฟงกชันเบสเซลชนิดที่สองอันดับ ν
(Bessel function of the second kind of order ν)
ผลเฉลยทั่วไปของสมการเบสเซลอันดับ ν
คือ )x(Yc)x(Jc)x(y 21 νν +=

บทที่ 8
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8-28

การหาผลเฉลยของสมการเบสเซล
0y)x(yxyx 222 =ν−+′+′′

0y
x

)x(yx
1y 2

22
=ν−+′+′′

x
1)x(P = , 

2
22

x
x)x(Q ν−=  ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่ 0x =

1)x(xP = , 222 x)x(Qx ν−=  เปนฟงกชันวิเคราะหที่ 0x =

เพราะฉะนั้น 0x =  เปนจุดเอกฐานปรกติ

โดยวิธีของโฟรเบนิอุส สมมติ ,xa y
0k

rk
k∑

∞

=

+=  0a0 ≠

แทนคาใน 0y)x(yxyx 222 =ν−+′+′′  และจัดรูปอนุกรม
1r

1
22r

0
22 xa])1r[(xa)r( +ν−++ν−

0 x]aa})rk([{ 
2k

rk
2kk

22 =+ν−++ ∑
∞

=

+
−

เพราะฉะนั้น สมการดัชนี 0r 22 =ν−

รากของสมการคือ ν=1r  และ ν−=2r

เพราะวา 0a])1r[( 1
22 =ν−+  เพราะฉะนั้น 0a1 =

สูตรเวียนเกิดคือ 2kk
22 aa])rk[( −−=ν−+

]rk][rk[
a

)rk(

a
a 2k

22
2k

k ν++ν−+
−=

ν−+
−= −−
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การหาผลเฉลยเมื่อ ν== 1rr

]rk][rk[
a

)rk(

a
a 2k

22
2k

k ν++ν−+
−=

ν−+
−= −−

สูตรเวียนเกิดคือ ,
)2k(k

a
a 2k

k ν+
−= −  2k ≥

เพราะวา 0a1 =   เพราะฉะนั้น 0  aa 53 === L

เพราะฉะนั้น ∑
∞

=

+=
0m

rm2
m2 xay  

สําหรับ k ที่เปนเลขคู ให m2k =  จะได

K ,3 ,2 ,1=m     ,
)m(m2

a
a

2
2m2

m2 ν+
−= −

เลือก 
)1(2

1a0 +νΓ
=

ν

เพราะฉะนั้น

)2(!122

1

)1()1(!122

1

)1(22

0a

2a
+νΓν+

−=
+νΓ+νν+

−=
+ν

−=

)3(!242

1

)2()2(!1242

1

)2(222

2a

4a
+νΓν+

=
+νΓ+ν⋅⋅ν+

=
+ν⋅

−=

)4(!362

1

)3()3(!2362

1

)3(322

4a

6a
+νΓν+

−=
+νΓ+ν⋅⋅ν+

−=
+ν⋅

−=

โดยทั่วไปจะได

K ,2 ,1 ,0m         ,
)1m(!m2

)1(a
m2

m
m2 =

++νΓ

−
=

ν+

บทที่ 8
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ให )x(Jν  = ∑
∞

=

+=
0m

rm2
m2 xay  

เพราะฉะนั้น
ν+∞

=

∞

=

+
ν ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

++νΓ
−

== ∑∑
m2

0m

m

0m

rm2
m2 2

x
)1m(!m

)1( xa )x(J

)x(Jν  เรียกวา ฟงกชันเบสเซลชนิดที่หนึ่งอันดับ ν
(Bessel function of the first kind of order ν)

ขอสังเกต 1)0(J0 =  และ 0)0(J =ν  สําหรับ 0>ν

ตัวอยาง L 
)!3(2

x
)!2(2

x
)!1(2

x1)x(J
26

6
24

4
22

2
0 +−+−=

L 
!4!32

x
!3!22

x
!2!12

x
2
x)x(J

7
7

5
5

3
3

1 +−+−=

กราฟของฟงกชันเบสเซลชนิดที่หนึ่ง

บทที่ 8
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การหาผลเฉลยที่สองของสมการเบสเซล
จากสมการดัชนี 0r 22 =ν−

รากของสมการคือ ν=1r  และ ν−=2r

เพราะฉะนั้น ν=ν−−ν=− 2)(rr 21
จําแนกกรณีผลเฉลยตามคาของ ν2

กรณีที่ 1 ν2  ไมเปนจํานวนเต็ม
จะไดวา ν  ไมเปนจํานวนเต็มดวย
ผลเฉลยที่สองคือ

( ) ν−∞

=
ν− ∑ ++ν−Γ

−
=

m2

0m

m

2
x

)1m(!m
)1( )x(J

)x(Jν  และ )x(J ν−  เปนอิสระเชิงเสนตอกัน
ผลเฉลยทั่วไปของสมการเบสเซลอันดับ ν  คือ

)x(Jc)x(Jc)x(y 21 ν−ν +=

ตัวอยาง 0y)2x(yxyx 22 =−+′+′′

สมการเบสเซลอันดับ 2=ν  คือ
ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Jc)x(Jc)x(y 2221 −+=

)x(Yc)x(Jc)x(y 2221 −+=

บทที่ 8
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8-32

กรณีที่ 2 ถา ν2  เปนจํานวนเต็มคี่
เพราะฉะนั้น v ไมเปนจํานวนเต็ม
νJ (x) และ ν−J (x) เปนอิสระกัน
ผลเฉลยทั่วไปของสมการเบสเซลอันดับ ν  คือ

)x(Jc)x(Jc)x(y 21 ν−ν +=

ตัวอยาง 0y)4
1x(yxyx 22 =−+′+′′

สมการเบสเซลอันดับ 2
1=ν  คือ

ผลเฉลยทั่วไป ν  คือ
)x(Jc)x(Jc)x(y

2
12

2
11 −

+=

หมายเหตุ จากตัวอยาง 8.4.3
2
1J

−
(x) = x

2
π

cos x

และ
2
1J (x) = x

2
π

sin x
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กรณีที่ 3 ถา ν2  เปนจํานวนเต็มคู

จะไดวา ν  เปนจํานวนเต็ม

เพราะวา )x(J ν−  )x(J)1( ν
ν−=

เพราะฉะนั้น )x(Jν , )x(J ν−  ไมเปนอิสระเชิงเสนตอกัน

การหาผลเฉลยที่ 2 ใช )x(Yν

จากสูตร ∫
ν

ν dx 
)x(xJ

1 )x(J 2

เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Yc)x(Jc)x(y 21 νν +=

ตัวอยาง 0y)4x(yxyx 22 =−+′+′′

สมการเบสเซลอันดับ 2=ν  คือ

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Yc)x(Jc)x(y 2221 +=

บทที่ 8
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ตัวอยางที่ 8.4.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
0y)

16
9x(yxyx 22 =−+′+′′

วิธีทาํ เพราะวา 
16
92 =ν  เพราะฉะนั้น 

4
3=ν

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Jc)x(Jc)x(y
4
32

4
31 −

+=

)x(Yc)x(Jc)x(y
4
32

4
31 +=

ตัวอยางที่ 8.4.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
0y)25x(yxyx 22 =−+′+′′

วิธีทาํ เพราะวา 252 =ν  เพราะฉะนั้น 5=ν

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Yc)x(Jc)x(y 5251 +=

∫+= dx 
)x(xJ

1 )x(Jc)x(Jc)x(y
2
5

5251

ตัวอยางที่ 8.4.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
0y)

4
1x(yxyx 22 =−+′+′′

วิธีทาํ เพราะวา 
4
12 =ν  เพราะฉะนั้น 2

1=ν

ผลเฉลยทั่วไปคือ )x(Jc)x(Jc  )x(y
2
12

2
11 −

+=

)xcoscxsinc( 
x
2 21 +
π

=
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8-35

ตัวอยางที่ 8.4.7 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
0y)

9
1e(y x =−+′′  โดยการเปลี่ยนตัวแปร 2x ze4 =

วิธีทาํ จาก 2x ze4 =  หาอนุพันธจะได 2x ze4
dx
dzz2 ==

เพราะฉะนั้น z
2
1

dx
dz =  โดยหลักเกณฑลูกโซจะได

dz
dy

2
z  

dx
dz

dz
dy  

dx
dy

⋅=⋅=

dx
dz)

dz
dy

2
z(

dz
d  )

dz
dy

2
z(

dx
d  

dx
yd
2

2
⋅=⋅=

dz
dy

4
z

dz
yd

4
z  

dz
dy

2
1

dz
yd

2
z

2
z 

2

22
2

2
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

เพราะฉะนั้น   0y)9
1

4
z(dz

dy
4
z

dz
yd

4
z 2

2

22
=−++

0y)9
4z(dz

dyz
dz

ydz 2
2

2
2 =−++

สมการเบสเซล 3
2=ν

ผลเฉลยทั่วไปคือ )z(Jc)z(Jcy
3
22

3
21 −

+=

ผลเฉลยทั่วไป )e2(Jc)e2(Jc)x(y 2
x

3
222

x

3
21 −

+=

)e2(Yc)e2(Jc)x(y 2
x

3
222

x

3
21 +=

บทที่ 8
ฟงกชันพิเศษ

8-36

ทฤษฎีบทที่ 8.4.6 สมการ

0y)]rs(xra[
dx
dyx)s21(

dx
ydx 222r222
2

2
2 =ν−++−+

มีผลเฉลยในรูปฟงกชันเบสเซลเปน
)ax(Yxc)ax(Jxc)x(y rs

2
rs

1 νν +=

ตัวอยางที่ 8.4.8 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 0xyy =+′′

วิธีทาํ สมการ 0xyy =+′′

สามารถเขียนใหมไดเปน 0yxyx 32 =+′′

เมื่อเทียบกับสมการ

0y)]rs(xra[
dx
dyx)s21(

dx
ydx 222r222
2

2
2 =ν−++−+

จะไดวา
0rs   ,3r2   ,1ra   ,0s21 22222 =ν−===−

เพราะฉะนั้น
3
1   ,

3
2a   ,

2
3r   ,

2
1s =ν===

เพราะฉะนั้นผลเฉลยทั่วไปคือ
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3
2(Yxc)x

3
2(Jxc)x(y 2

3

3
12

1

22
3

3
12

1

1 +=
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